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2. Introduccion

La fisica es una ciencia que permite comprender y describir el universo mediante leyes y principios
fundamentales. Entre sus ramas mas esenciales se encuentra el electromagnetismo, el cual ha
sido clave para explicar fendémenos que van desde el funcionamiento de un circuito eléctrico
hasta la compleja interaccién entre la luz y la materia. Todo ello se enmarca en cinco relaciones
fundamentales: las ecuaciones de Maxwell y la fuerza de Lorentz, que en conjunto han sido cruciales
tanto para el desarrollo de la tecnologia moderna como para nuestra comprension del mundo
natural.

Este libro esta disenado como guia de estos conceptos clave de la fisica, comenzando con las
herramientas matematicas necesarias para su comprension: los vectores, el cambio de sistemas de
coordenadas y su aplicacion para la solucion de problemas relacionados con la primera ley de Gauss,
esto es, el comportamiento del campo eléctrico a partir de distribuciones de carga.

En el cuarto capitulo se estudiaran sistemas fisicos influenciados por la presencia de campos
eléctricos. Se analizara el potencial eléctrico y su relacion con la capacitancia, lo cual conducira a
un estudio detallado de los circuitos eléctricos a partir de la deducciéon de la ley de Ohm. Asimismo,
se abordara el concepto clasico de magnetismo y sus aplicaciones, con un énfasis particular en la
ley de Biot-Savart. Cabe destacar que las teméticas tratadas estaran enfocadas fuera del contexto
de la mecanica cuantica, aunque se podran incluir alusiones puntuales a esta.

Una consecuencia natural de las leyes de Maxwell es el estudio de la luz. Por ello, el quinto capitulo
se dedica de manera especial al estudio de la 6ptica y las propiedades de las ondas. En este contexto,
se ofrece una introduccién al estudio de estas mediante la deducciéon de las expresiones para el
movimiento armoénico simple, lo cual sirve como puerta de entrada a conceptos fundamentales en
esta area de la fisica. Ademas, se presenta una breve introduccion a la espectroscopia. El objetivo
de este texto es mostrar al estudiante el amplio abanico de posibilidades que derivan del estudio
de la electricidad, el magnetismo y las ondas.
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3. Fundamentos matematicos

Este capitulo tiene como objetivo aclarar y estructurar conceptos matematicos fundamentales, con
la mirada puesta en la comprension de los fenémenos fisicos. El propoésito es facilitar el recorrido por
el dominio de los campos, cuya naturaleza, en ocasiones contraintuitiva, puede generar confusion
en el lector. No obstante, tales dificultades pueden superarse con una base matematica sélida. En
palabras de Kurt Lewin, "no hay nada mas practico que una buena teorfa'[3|, una méxima aplicada
con rigurosidad por James Clerk Maxwell, cuyo aporte serd objeto de un anélisis detallado en esta
obra.

3.1 Vectores, propiedades y aplicaciones

Un vector es una herramienta fundamental para describir cualquier propiedad fisica que requiera
tanto direcciéon como magnitud para comprender la naturaleza del fenémeno. Por ejemplo, en el
caso del concepto de fuerza, no basta con determinar tinicamente su magnitud; es la direccion la
que otorga sentido al proceso involucrado.

De manera coloquial, consideremos la tarea de un empacador en un supermercado al llevar las
compras al automoévil del cliente. En esta accion intervienen dos elementos: uno explicito, la
direccion en la que se deben mover las bolsas, y otro implicito, el esfuerzo necesario para trasladarlas
al destino acordado. Esta accién puede representarse mediante una serie de flechas direccionales
que describen cada movimiento y esfuerzo realizados por la persona hasta completar el proceso.

De forma similar, es posible representar un sinfin de conceptos fisicos utilizando vectores, como el
campo eléctrico, el campo magnético o el campo gravitacional.

En la figura 3.1 se muestra un vector en dos dimensiones, el cual queda completamente caracterizado

por el dngulo que forma con uno de los ejes coordenados y por su magnitud o norma, |[V||. En
general, se tiene:

14
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IVII—\/ZV (3.1)

En el caso del angulo, como se vera, el procedimiento para determinar la posicion relativa entre
dos vectores en un espacio normado depende de la dimensionalidad de dicho espacio. En el caso
representado en la figura, este calculo se reduce a una simple relacién trigonométrica. Sin embargo,
a medida que se incrementa el niimero de grados de libertad, esta tarea se vuelve considerablemente
mas compleja.

YA

\/

Figura 3.1 Representacién geométrica de un vector en R?

Asi mismo, la suma y la resta pueden realizarse elemento a elemento, por eJemplo sean d =
lai,az,a3] v b= by, b2,b3] un par de vectores definidos en R3, las operaciones @+5b y @—b se
definen respectivamente como:

d+b=lai+bi,a+by,az + b (3.2)
d—b=[a)—by,ay —by,a3 — b3] (3.3)

O en otras palabras tanto la suma como la resta se realizan componente a componente.

3.1.1 Vectores unitarios y producto escalar

Antes de explorar otras propiedades y operaciones relevantes, es fundamental definir el concepto de
vector unitario. Este tipo de vector permite especificar sin ambigiiedades la direcciéon de un objeto
dentro de un sistema de coordenadas definido. Como su nombre lo indica, un vector unitario es

15
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aquel cuya magnitud es igual a uno, y se representa mediante el simbolo d@. Matematicamente, se
define de la siguiente manera:

— —

a a

NS

(3.4)

a—=

Es decir, un vector unitario se obtiene dividiendo el vector original entre su magnitud, como se
mostro en la figura 3.1. Cabe destacar que los vectores convencionales se diferencian de los vectores
unitarios en su notacién, ya que se representan con una "flecha'sobre la letra correspondiente.
Ademas, cualquier vector puede expresarse como una combinacion lineal de vectores unitarios, es
decir:

Z2=Y ai.é (3.5)
i=1
El concepto de producto punto o producto escalar hace referencia a una operacion fundamental
entre vectores. Esta operacién representa la proyeccion de un vector sobre otro, es decir, la porcion
de la "sombra'del primer vector que cubre al segundo. Su resultado es siempre un nimero real.
Ademas, el producto punto también indica el grado de paralelismo entre los dos vectores, como se
analizard a continuacion.

Sean d = a1é, +axéy +azé; y b = b1é,+byé, +b3é; un par de vectores en R3. Entonces, el producto
punto o escalar se define como:

ﬁz = |a|]b\ COS(Q) =a1b1+arby +azby = ai&jbj (3.6)
con,
I, fori=j
5 = (3.7)
0, fori##j

Esta funcion, conocida como delta de Kronecker, acttia como un filtro que elimina los elementos
en posiciones diferentes. De este modo, inicamente se multiplica el componente asociado al vector
unitario en la direccion x del vector d@ con el correspondiente en el vector B, y asi sucesivamente para
las deméds direcciones. Esta definicién resulta especialmente 1til cuando este tipo de operaciones
se repiten de forma recurrente.

Algunas propiedades importantes del delta de Kronecker son:
5,-jaj = da; (38)
a,ﬁij =daj (39)

16
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OikOj = &;j (3.10)

Ejemplo

Sean d = 1.6, +2.6,+5.¢; y bh=26+ 1.6y, +2.é;, entonces calcular a.b, aplicando cada una de
las definiciones.

a.b = ||a||||b||cos(6) (3.11)

calculando las magnitudes de cada uno de los vectores se tiene que:

la|| = V12422452 =30 ||b]| =22+ 12422 =/9=3 (3.12)

Z A

Yy

Al
Il

S
|

SO

O
xIr
Figura 3.2 Determinacién del angulo entre los vectores a y b
Ahora, es necesario determinar el dngulo de la figura 3.2. Se sabe que la magnitud del vector
¢ =d—b esigual a:
le|P=(1-2)2+2-1)*+(5-2)>=11,02 (3.13)

Aplicando ley de cosenos se tiene que:

¢? = [al[* +[[b|I* — 2] |al|[|b] | cos(6) (3.14)
11,02 -39
0 = acos(—————) = 31,64° (3.15)
630
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1

Con esta informacion ahora es posible calcular el producto escalar haciendo uso de la primera
definicion:

a.b =3v/30cos(31,64°) ~ 14 (3.16)

Ahora, se empleara la segunda definicion, la cual consiste en multiplicar los términos correspondientes
de cada vector:

ab=(1)2)+(2)(1)+(2)(5) = 14 (3.17)

Finalmente, aplicando el delta de Kronecker se tiene que:

a.b = (a1.6+az.éy+a3.6,)(b1.éx +by.6,+b3.6,)8; ; =
ay.bi 811 +ay1.b201 2 +a;.b36; 3+
a.b18y1 +ax.by0 5 +ar.b36, 3+

a3.b1031 +a3.by832 +a3.b303 3

(3.18)

Teniendo en cuenta la definicién del delta de Kronecker, se tiene que solo aquellos elementos con
igual subindice se conservaran, debido a que &;; =1V i=j ..

ZiB =a .b15171 +a2.b25272 —|—a3.b35373 = (1)(2) + (2)(1) + (5)(2) =14 (3.19)

A propésito de la ley de cosenos, una forma interesante de demostrar esta propiedad es mediante
el producto punto:

!

Sea ¢ =d— b como se pudo apreciar en la figura 3.2, entonces:

¢é=(a—0b).(a—b)— (@a.a)—ab—Db.a+ (b.b)
= ||@||> —2a.b+||b]|? (3.20)
= [|@l|* + |1BII* —2l[all||b||cos(6)

Tener en cuenta que: d.d = (aj + a3 +a3) = ||a||*.

Propiedades del producto escalar

1En adelante: acos(6) = cos™(8) = arccos(8)
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Sean @'y b’ vectores en R?. Entonces, se dice que cumplen el siguiente conjunto de propiedades:

Propiedad conmutativa

ib=b.ad (3.21)

Aplicando la definiciéon de producto punto, se tiene que:

EiB = ai5,~7jbj == Cl,’bi = ajbj (322)

Teniendo en cuenta que a;,b; € R, entonces cumplen con las propiedades del producto usuales,
entre ellas la conmutatividad, .-

aibi = bia,- = bjaj = Bé_i (3.23)

Propiedad distributiva

d.(b+¢)=ab+ac (3.24)
Bilinealidad

a.(rb+¢) = r(a.b)+(a.c) (3.25)
conreR

Multiplicaciéon por un escalar
(c1d@).(c2b) = c1ca(@.D) (3.26)
Cc1,Cp € R

Ortogonalidad
Sean a,b # 0 — son perpendiculares <> d.b =0

Vectores unitarios y bases ortonormales
Sin entrar en definiciones matematicas rigurosas, aunque recomendables y necesarias, podemos
decir que una base ortonormal es un espacio vectorial dotado con un producto escalar en el cual

la norma o magnitud de cada elemento es igual a la unidad. Ademas, su producto punto es igual
a cero, de ahi su nombre. Esto implica lo siguiente:

léll=1 VieN (3.27)

éi.éj = éi5i7jéj =0 for l'7é ] (3.28)
19
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Por ejemplo, el conjunto base formado por los siguientes vectores unitarios corresponde a los
conocidos vectores canénicos unitarios en el espacio euclidiano para R3.

-

6= 10 (3.29)
_0_
-

é=|1 (3.30)
_0_
o

6.= |0 (3.31)
1

Por lo tanto, (x,y,z) = xéx + yé, + z€;. Como se observa, la aplicacién de la base sobre el sistema
de coordenadas hace que se aislen matematicamente los elementos correspondientes, permitiendo
reescribir cada punto como una combinacién lineal del valor de la coordenada y el vector unitario
asociado. Este mismo criterio puede aplicarse a otros sistemas de coordenadas. En este texto,
profundizaremos en los sistemas cilindricos y esféricos. Sin embargo, antes de adentrarnos en estas
representaciones, definiremos una operacion vectorial 1til, fundamental para el tratamiento de los
campos.

Producto vectorial o cruz
El producto cruz o producto vectorial (simbolizado por x) es un operador que involucra dos

SRR

vectores € R3, y cuyo resultado es un vector perpendicular a los dos vectores originales. Geométricamente,

se puede interpretar como el volumen del paralelepipedo formado por estos vectores. Cabe resaltar
una curiosa propiedad conocida como la regla de la mano derecha, que consiste en extender la
mano derecha en la direccion del primer vector y girarla hacia el segundo. El pulgar apuntara
hacia la direccion del vector resultante de esta operacion. Tal como se muestra en la figura 3.3, el
vector ¢ es normal a los vectores d y ?), como sugiere la regla mencionada.

La definicion mateméatica de esta operacién es la siguiente: Sean Zi,B € R3, entonces el producto
cruz o X se puede expresar de la siguiente forma:

@ x b= ||al|||b||sen(0)A (3.32)

Donde 7i es el vector unitario normal tanto a d como a b, lo que nos lleva a la necesidad de determinar
como estimar este vector. En principio, esto se puede lograr mediante la forma determinante del
producto cruz, es decir:

. é €& ¢
axb=|ar ar a3 = (a2b3 — a3b2)éx — (a1b3 - a3b1)éy + (albz - azbl)éz (3.33)
by by b3
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Yy

O
|
=7}
x
el

T

Figura 3.3 Descripcién geométrica del producto cruz o vectorial
De aqui se sigue que:

é X éy=e,
é, X éx = e, (3.34)
éy X €, = ey

Una manera alternativa de calcular el producto cruz de dos vectores es mediante la introduccién
del "pseudo-tensor" de Levi-Civita, el cual se define de la siguiente manera:

+1, (i,j,k
k ,(1,3,2),(2,1,3) (3.35)

]
8i7j7k = _17 (i’ j’
0, i=},

L — —
I

El signo depende del tipo de permutacion realizada sobre los subindices i, j, k, de manera que si la
permutacion es par, el resultado es +1, y si es impar, el signo serd negativo. Con permutaciones
pares e impares nos referimos a que, en el primer caso, el nimero de intercambios de subindices es
par. Por ejemplo, para la permutacion de (1,2,3) a (2,3,1), se requieren dos permutaciones (cambios
de posicién): primero, el 2 cambia con el 1, y luego el 1 cambia con el 3, lo que da como resultado
un namero par de permutaciones. De manera analoga, se puede probar que en el caso en que la
funcion entrega el valor de -1, el nimero de permutaciones es impar. Teniendo en cuenta lo anterior,
el producto cruz se puede definir como:

(@xb)' = & ;ra;by (3.36)

Los indices superiores indican sumatoria, con el fin de simplificar la notacion matematica. Este
manejo algebraico de indices se conoce como la notacién de Einstein, la cual facilita el calculo
de valores especificos del producto vectorial sin necesidad de desarrollar toda la operacién. Esto
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quedara claro con un ejemplo.
Ejemplo

Sean d = 1€, +2é,+10¢; y b=16+ 1€, 4 3é;. Se debe calcular d x b utilizando la notacién de
indices de Einstein y mediante el determinante.

(@x D) = & jajby —
(@x b)' = e123a0b3 + €1 30a3b2 = (+1)(2)(3) + (—1)(10)(1) = —4¢,
(+1)(10)(1) =7é, (3.37)
(=DR)(1) = —é
c(@xDb)=—4é,+7é, —é;
Se observa que fue posible calcular cada elemento de forma individual sin necesidad de resolver

completamente el producto cruz. Ahora se procedera a calcular el mismo sistema, esta vez empleando
el determinante, con el fin de comparar ambos métodos.

dxb= 1 ? 136 = ()(3)— (10)(1))é, — (1)3) — (10)(1))é + ((1)(1) — 2)(1))é: (3.38)
dxb=—4é,+76—é, (3.39)

Como se puede observar, al principio la notacién de Einstein puede parecer dificil de manejar. Sin
embargo, una vez que se domina el simbolo de Levi-Civita, se vuelve mas manejable y 1til que la
forma tradicional de calcular esta operacion. Cabe senalar que, cuando se calculé cada uno de los
términos en el primer caso, el superindice i actiia como una sumatoria, haciendo que los subindices
de los vectores conmuten con cada término.

En la figura 3.4 se muestra una de las aplicaciones clasicas. Como se mencioné anteriormente, el
significado geométrico en un espacio euclidiano es el volumen del paralelepipedo formado por los
vectores involucrados en la operacion.

A continuacion se presentaran las propiedades mas comunes asociadas con este operador.

Propiedades del producto cruz
Sean d,b,¢ vectores en R3, con r perteneciente al conjunto de los niimeros R, entonces se tienen

por validas el siguiente conjunto de propiedades.

Paralelismo
Sea 0 el angulo comprendido entre lo vectores d y b, entonces si 8 = 0°,180°, asi mismo, si d 6
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ZAV =|(d|||b|[sen(d)]

=
yg

)

€T

Figura 3.4 Volumen de un paralelepipedo mediante la aplicacién del producto vectorial

h=0 — axb=0, de aqui se desprende qué @x @ = 0.

Propiedad distributiva
dx (b+¢) = (dxb)+ (dxc) Lo anterior se puede demostrar si aplicamos la definicién de producto

vectorial en términos de la notacién de Einstein, entonces:
ax (b+32) = & aj(bp+ci) (3.40)

con lo cual, aplicando la propiedad distributiva en R se tiene:

=& jkajbi+ & jrajck (3.41)

A través de la definicién, se puede afirmar que:

—

— (@xb)+(@x7) (3.42)

Multiplicacion por un escalar

(rd) xb=ax (rb) = r(d@xb) (3.43)
Anticonmutativa
axb=—(bxa) (3.44)

Identidad de Jacobi

— —

dx (bx@)+bx (@xa)+ex(@xb)=0 (3.45)
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Triple producto

d.(bx?)=b.(¢xa)=7c.(@xDb) (3.46)
Triple producto vectorial

dx (bx?)=(a.c)b—(a.b)¢ (3.47)

En el contexto de la fisica de campos, estas propiedades tienen como objetivo principal simplificar
expresiones vectoriales complejas, lo cual permite estimar con mayor facilidad diversas magnitudes,
como la intensidad y direccion de los campos eléctrico y magnético, entre otras. Siguiendo esta
estrategia, se introduce una herramienta matematica adicional de gran utilidad para facilitar dichos
calculos: el cambio de sistema de coordenadas, con el fin de adaptarlo a la geometria del problema.

3.1.3 Coordenadas cilindricas

Las coordenadas rectangulares cartesianas se caracterizan por no imponer restricciones a los valores
de sus variables. Es decir, (x,y,z) puede variar arbitrariamente en el intervalo —eo < (x,y,z) < eo. Sin
embargo, otros sistemas de coordenadas imponen ciertas restricciones para garantizar un grado de
simetria. Es precisamente esto lo que abre la puerta a la posibilidad de simplificar modelos fisicos
cuyos pardmetros caracteristicos son periddicos y/o simétricos, lo que permite resolver problemas
de alto grado de complejidad. En el caso de las coordenadas cilindricas, como su nombre lo indica,
se busca ajustarlas a problemas que puedan adaptarse a esta configuracion. Como se puede apreciar
en la figura 3.5, las coordenadas principales son (p, ¢, z), y presentan las siguientes restricciones.

ZA

Y

I

1o,
x

Figura 3.5 Representacion en coordenadas cilindricas

0<p<oo (3.48)
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0<¢<2rm (3.49)

Por lo tanto, cualquier vector se puede expresar como una combinacién lineal en términos de los
vectores unitarios asociados a estas variables de la siguiente manera:

d=ap.€p+ay.€y+az.é, (3.51)

Asi mismo, la norma o magnitud se define de la misma manera que en coordenadas cartesianas,

lall = \/a} +ag +a? (3.52)

Las relaciones entre vectores unitarios son las siguientes:

&y X &y = ¢, (3.53)
é, X ép =€y (3.54)
by X 6. =6, (3.55)

En relacién con esta misma figura, se pueden obtener las relaciones que permiten conectar entre
sistemas de coordenadas:

p=1/2+y2 (3.56)
0= atan(%) (3.57)

72=12 (3.58)

y en términos de (p,9,z) quedaria

x=pcos(¢) (3.59)

y=psen(9) (3.60)

Lo ultimo surge al resolver el triangulo rectangulo asociado a los ejes x y y. Ahora bien, la pregunta
que surge es la siguiente: £cémo se relacionan los sistemas de coordenadas entre si? £Cual es la
transformacién necesaria para pasar de un sistema coordenado a otro? La respuesta estd en las
transformaciones matriciales que se introduciran a continuacion.
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ap cos(¢p) sen(9) O] |ay
ag| = | —sen(¢) cos(¢p) O| |ay (3.61)
a; 0 0 1| |a;

La situacién inversa, es decir, las relaciones que conectan (x,y,z) con (p,9,z) estan dadas por:

-1

Ay cos(9) sen(¢) O ap cos(¢) —sin(¢) O] [ap
ay| = |—sen(¢) cos(¢p) 0 ag| = |sin(¢) cos(¢) O |ay (3.62)
az 0 0 1 a 0 0 1| {a;

Estas relaciones se pueden derivar considerando que cualquier vector puede representarse en un
nuevo sistema de coordenadas como una combinacion lineal en términos de sus vectores unitarios
base. Por lo tanto, es necesario reescribir cada uno de los vectores unitarios del sistema de
coordenadas original en funciéon del nuevo sistema.

é, = aé, + Pe,
=@t b (3.63)
€y =0¢€p+Yey

Para determinar las variables o, B, 0,7, se hara uso de la figura 3.6 y se aplicara el producto punto
a ambos lados de la ecuacién 3.63 de la siguiente manera:

YA

Figura 3.6 Descripcion de la relacion entre vectores unitarios en coordenadas rectangulares y cilindricas

év.€p = aép.€p + Péy.ép (3.64)

Dado que €, -ép =1y ép-€y =0, se obtiene lo siguiente:

6.6, = (3.65)
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De la definicion de proyeccion de vectores.

d.b
ﬁ:c
[lalll[5l]

Donde 0 representa el angulo entre los dos vectores, en este caso se obtiene lo siguiente:

roy(d); = 0s(0) (3.66)

cos(9) =éx.ép = (3.67)

Para B se tiene:

ér.—ey =P =cos(90— @) = cos(90)cos(¢) + sen(90)sen(¢) (3.68)

év.€p = —sen(9) (3.69)

Con base en lo anterior y reemplazando en la ecuacién 3.63 la descripcion del vector unitario €y,
se obtiene lo siguiente:

A

é, = cos(a).€p —sen(t).€y (3.70)

Siguiendo un proceso similar, también es posible reescribir é, en términos de los vectores unitarios
en coordenadas cilindricas.

éy = sen(9).€p +cos(9).¢y (3.71)

Para el caso de é., resulta evidente que no se requiere ninguna transformacién, ya que esta
coordenada se mantiene sin cambios, tal como se mencioné al inicio de esta seccién. Las ecuaciones
matriciales se obtienen al reemplazar la notacién de combinacion lineal de los vectores por su
representacion en forma de vectores fila o columna, multiplicados por el vector base junto con su
respectiva matriz de transformacién.

Diferenciales en coordenadas cilindricas

Diferencial de linea

dl =dpép +pdoéy +dzé, (3.72)

Diferenciales de superficie

dSp = pd¢dze}) |p:cte
dS(P = dde@Aq) ’(p:cte (3'73>
dS; = pdpd@é;|—ce
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Diferencial de volumen
dV=pdpdodz (3.74)

3.1.4 Coordenadas esféricas

Siguiendo el mismo razonamiento, es posible definir un sistema de coordenadas que se ajuste a
sistemas fisicos con simetria esférica. En este contexto, el nuevo conjunto de coordenadas esta
representado por (r,0,¢), tal como se muestra en la figura 3.7. A los dngulos 6 y ¢ se les denomina
“colatitud” y “azimutal”, respectivamente, mientras que r corresponde a la coordenada radial.
Como dato curioso, el término colatitud proviene del concepto geografico de latitud; especificamente,
se refiere al angulo complementario de la latitud, dado por 8 = 90° — <\juisuqe- A continuacion, se
presentan las restricciones correspondientes a los valores de cada una de estas coordenadas.

ZA

X

Figura 3.7 Representacion en coordenadas esféricas

0<r<ew
0<6<m (3.75)
0<¢<2rm

Por lo anterior, cualquier vector puede representarse en términos de los vectores unitarios asociados
de la siguiente manera:

V=6, +Vvg.€p +Vy.€ (3.76)

El resto de las relaciones se pueden deducir de manera similar al caso anterior. A partir de la figura
3.7, se obtiene que la norma y las relaciones entre los vectores unitarios son las siguientes:

VI = /v +vg+v3 (3.77)
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ér X ég = €y
€y X €, =€y (3.78)
€p X €y = &y

Las relaciones entre sistemas de coordenadas rectangulares y esféricos estan dadas por:

Y e (3.79)
2 2
9= amn<—vx+y) (3.80)

z
i) :atan<£) (3.81)

O en términos de coordenadas cartesianas rectangulares

x=rsen(0)cos(¢) (3.82)
y=rsen(0)sen(¢) (3.83)
z=rcos(0) (3.84)

Por lo tanto, las matrices de transformacién para el vector V=v,-é,+vg - €p + vy - €y serfan:

vy sen(0)cos(¢) sen(0)sen(¢) cos(0) | |vx
veg| = |cos(@)cos(0) sen(¢P)cos(0) —sen(0)| |v, (3.85)
) —sen(9) cos(¢) 0 vz
Vy sen(0)cos(¢) cos(0)cos(¢p) —sen(P)| | v,
vy | = |sen(@)sen(0) sen(d)cos(0) cos(9) | |ve (3.86)
v, cos(0 —sen(0) 0 Vo |

Diferenciales en coordenadas esféricas

Diferencial de linea

dl = dré, +rd0éy + rsen(0)doéy (3.87)

Diferenciales de superficie

dS, = r*sen(0)d0dgé,| -
dSg = rsen(0)drd9€p|o—cte (3.88)
dSy = rdrd0¢éy|p—ce
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Diferencial de volumen

dV = r’sen(0)drd0d¢ (3.89)
A continuacion, se presentard un ejemplo en el que se aplican algunos de los conceptos vistos hasta
este punto:
Ejemplo

Sea el punto O(2, 2, 1) y el vector V=x26+ (y? ~|—z2).éy, conviértase O, V en coordenadas
cilindricas.

De 3.55 y 3.56 se pueden obtener los valores de p y ¢ de la siguiente manera:
p=122+22=1/8=2V2 (3.90)

2 /4

= atan(—) = — =45° 3.91
Por tanto, el punto O en coordenadas cilindricas esta dado por (p,9,z) = (2\/5,%, 1) y el vector
en coordenadas cartesianas quedarfa como: V = 4.6, +5.é,, y este a su vez se puede transformar a
coordenadas cilindricas empleando las transformaciones matriciales (ver ecuacion 3.61) ..

2

Vo cos(9) sen(9) O x
vo | = |—sen(¢) cos(¢p) 0| |y*+2° (3.92)
v, 0 0 1 0

Reemplazando los valores de x, y, z y efectuando la multiplicacién matricial, entonces se tendria
lo siguiente:

Vo 5sin(¢)+4cos(9)
ve| = | —4sin(¢)+5cos(¢) (3.93)
vz 0

Por lo tanto, el nuevo vector en coordenadas cilindricas se obtiene al reemplazar los valores dados
y calculados en la expresién 3.92:

V= (%+zﬁ).e;,+(%—zﬁ).ezp (3.94)
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3.1.5 Angulo sélido
Este concepto matematico se refiere a la apariencia de un objeto a una cierta distancia, donde
la posicion del observador es el vértice y el angulo formado por dos lineas desde su ubicacion

es el angulo solido Q que se subtende. La figura 3.8 ayudard a comprender mejor lo expuesto
anteriormente.

=7

=

apex

Figura 3.8 Descripcién gréafica del concepto de angulo sélido

Un ejemplo mas simple es el caso de la luna, cuya area aparente desde la Tierra difiere de su
area real, pero curiosamente es similar a la del sol, lo que da lugar a los eclipses. La relacién de
distancias entre ambos astros permite que la luz del sol sea bloqueada, produciendo este fenémeno.

En el sistema internacional de unidades (SI), se emplea el estereorradidn (sr) para medir este tipo
de dngulos. Su definicién matematica es la siguiente:

Q- / / ﬁ% - % - // sen(0)d0do (3.95)

Esto se refiere a la superficie vista desde el punto de vista de un observador situado en el vértice
de la esfera unitaria, formada por el cono que se genera al rotar las lineas de vision desde dicho
punto. El siguiente ejemplo tiene como objetivo aclarar este concepto.
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Ejemplo

Determine el angulo solido descrito por una de las caras del cubo de lado 2z centrado en el origen,
como se aprecia en la figura 3.9.

Z

r

Y

€T

Figura 3.9 Angulo sélido en una cara de un cubo de lado z

Para resolver este problema, es necesario calcular cada uno de los términos de 3.95. En este caso,
el producto punto 7i-da se puede obtener utilizando su definicion, es decir:

ii.da = cos(@)dxdy (3.96)

Donde da corresponde a los elementos diferenciales que conforman una de las caras del cubo, y ¢
es el angulo entre el elemento de area da y el vector unitario normal 7, que esta dirigido desde el
origen (apex). Ademads, r representa la distancia desde el origen hasta el elemento de superficie da.

r= /x2+y2+Z2 (397)

Teniendo en cuenta que la longitud del semilado es z, entonces:

cos(9) = ; (3.98)
[ zdxdy
@ = /z/z (x2 +y2 +72)3/2 (3.99)

Esta integral es algo compleja, por lo que se recurre a Wolfram Alpha para encontrar su solucion.
Cabe destacar que al final del capitulo se incluirdan cédigos en Python que permitiran realizar
muchos de estos cédlculos de forma sencilla. En este caso, el comando utilizado para el calculo fue
el siguiente:
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integral(z/(x"2+y~2+z"2)~(3/2) ,{x,-z,z},{y,-z,z})
que da como resultado lo siguiente

27z 21

=3 (3.100)

3.2 Conceptos de calculo vectorial

La discusion hasta aqui ha surgido de la necesidad de establecer un lenguaje comin para explicar
la fenomenologia derivada del estudio de los campos y las consecuencias de su perturbacion (las
ondas). Si bien es un tema denso, es fundamental para entender y avanzar en el conocimiento de
muchos procesos naturales interesantes. No existe en la civilizacion moderna ni en la naturaleza
ningtn elemento, proceso o artefacto que no esté influenciado por sus interacciones con campos de
cualquier naturaleza. De hecho, la creacion misma es producto de las perturbaciones de campos
(véase mecanica cudntica de campos). En este sentido, se hace necesario profundizar un poco més
en las descripciones matematicas mas basicas para poder abordar una mintscula porcién de todos
estos impresionantes fenémenos naturales. En nuestro caso, nos enfocaremos en la electricidad y
el magnetismo, aunque de manera superficial abordaremos la gravedad. La razén de esto tltimo
radica en la dificultad de proporcionar en un solo curso la fundamentacién necesaria para siquiera
rozar el complejo mundo de las ondas gravitacionales (ecos de las més violentas muestras de poder:
la colisién de agujeros negros).

3.2.1 Gradiente
Este concepto es importante porque permite determinar hacia qué posicién existe un incremento
de los valores de una cantidad escalar. Por ejemplo, si se tiene una habitacion en la cual se toman
varios valores de temperatura, el gradiente seria la direccion hacia la cual hay un incremento de esta
variable. Otro ejemplo podria ser los diferentes valores que toma la presion atmosférica dependiendo
de la altura; en ese escenario, el gradiente seria el vector que apunta hacia el océano, lugar donde
la presion atmosférica es mas alta. Matematicamente se puede expresar como la variacién de una
funciéon multivariada f(x,y,z) (campo escalar) respecto de un punto dado y su resultado es un
campo vectorial, donde cada una de las componentes indica la direccién de aumento de la funcién
estudiada. Esto es?:

> d 0 0
Vf(x,y, Z) = _féx + _féy + a_ﬁéz

5t 3y (3.101)

La representacion grafica del gradiente junto con la funcién F permite una mejor comprensién de su
significado. Por ejemplo, en la figura 3.10 se muestra el gradiente del campo eléctrico generado por
cuatro cargas equidistantes en el plano (x,y). Esta herramienta es de gran utilidad, ya que permite
predecir y analizar sistemas en los que la direccion de los componentes varia con la evolucion del
sistema, o evaluar el impacto de agregar o retirar elementos en un sistema fisico. En situaciones
reales, resulta fundamental identificar estas lineas de campo, como en el caso de la instalacién de
antenas de telecomunicaciones de alta potencia. Esto es necesario para minimizar riesgos a la salud,

2El operador V se conoce como nabla o del.
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asegurando que dichas antenas estén ubicadas a una distancia suficiente para que la intensidad de
sus lineas de campo sea minima en las cercanias de las personas [4].

N

fig\
“EE?@§

B\ 2 AN
_20 ;. E\..._ - : k —
-2 -1 0 1 2

Figura 3.10 Grafico de un campo vectorial asociado a cuatro cargas fijas en el plano

2

El siguiente ejemplo abordara més a fondo el concepto. Sea F(x,y) = x*cos(y) + y>sen(x); por tanto,

su gradiente es:

VF = (2xcos(y) + cos(x)y?).6; + (2ysen(x) — x*sen(y)).éy (3.102)

Notese que cada una de las componentes del gradiente se obtuvo a partir de derivar toda la funcion
con respecto a cada una de ellas. En el caso puntual de la direccién x, se tiene %—I; = %(x2 cos(y) +
y?sen(x)) = (2xcos(y) + cos(x)y?).é;. Al graficar este par de funciones, se puede comprender mejor
el significado del gradiente. En este caso, las figuras 3.11a y 3.11b corresponden, respectivamente,

a la funcion original y a su gradiente.
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(a) F(x,y) = x*cos(y) +y*sen(x)

Figura 3.11 Descripcion grafica de una funcion y su gradiente

El propésito de esta representacion es identificar, a través del gradiente, las regiones de crecimiento
y decrecimiento en el campo escalar F. En este caso, las areas oscuras corresponden a valores
menores, mientras que las areas més claras indican valores mas altos de la funcién. De este modo,
se puede afirmar que existe un gradiente positivo en direccién hacia la region negativa del eje y.
Muchas veces, y este es precisamente el caso, es complejo advertir la direccién del cambio, por eso
se recurre a otro tipo de gréficos denominados mapas de calor (heat maps) que permiten identificar
de forma mas simple estos cambios. Las figuras 3.12a y 3.12b se ilustra lo previamente mencionado,
destacando las regiones de crecimiento y decrecimiento mediante el uso de colores.
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Do0x10° © 7 <
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(a) F(x,y) = x*cos(y) +y~sen(x) (b) VF = (2xcos(y) + cos(x)y?).éx + (2ysen(x) —

x2sen(y)).é,

Figura 3.12 Mapa de calor de una funcién y su gradiente respectivo

Como se menciond anteriormente, se observa un crecimiento hacia la regiéon mas negativa del
eje y. Sin embargo, la situacion es mas compleja, ya que existen otras regiones relevantes donde
la funcién también crece. Asimismo, es evidente la presencia de minimos, lo que puede resultar
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util dependiendo del andlisis que se desee realizar. Aunque este tipo de evaluacién tiene un valor
limitado cuando se trata de funciones arbitrarias como la planteada en este caso, adquiere una
importancia significativa cuando estas expresiones estan vinculadas a fenémenos fisicos o problemas
de ingenieria, como se demostrard mas adelante.

Finalmente, se presentan las versiones del gradiente en coordenadas esféricas y cilindricas.

Coordenadas cilindricas

_9f,  19f, 8fA

VF = 3.103
ap Tty pod %t ( )
Coordenadas esféricas
d f 1 af 1 df
VF = =14, €y =€y 104
or r96° +rsen( )8¢) (3.104)
Las propiedades del gradiente mas utilizadas son las siguientes:
V funcién definida en R3 el gradiente de V cumple.
Linealidad
V(aF (x,y,2) + BG(x,y,2)) = aVF + BVG (3.105)
con o, B €R y F, G funciones € R3.
Regla del producto
V(F(x,9,2)G(x,y,2)) = FVG+ GVF (3.106)

3.2.2 Divergencia

A diferencia del gradiente, este operador transforma un campo vectorial en un campo escalar,
obteniendo como resultado la densidad volumétrica del flujo saliente en cada punto. Fisicamente,
esto representa los puntos donde el flujo (lineas de campo) emerge o diverge (de ahi su nombre), o
donde converge, actuando como una especie de sumidero. Su definicién es la siguiente: sea F (x,¥,2)
una funcién vectorial en R3 tal que:

d d . d . . .. OF. OJF, OF.
—é,+ a—zez).(erx +Fé,+Fé;) = Ep + 8_yy + a—;

(3.107)

Como se observa en las figuras 3.13, la interpretacién de cada una de las posibilidades depende de
la direccion de las lineas de campo, lo que permite modelar diferentes situaciones. Por ejemplo, en
el flujo de fluidos, un sumidero se asemejaria a lo mostrado en la figura 3.13a, mientras que, si se
tratara de una carga eléctrica positiva, el resultado seria el opuesto: lineas de campo emergiendo
desde una regién en el plano (x,y), como se aprecia en la figura 3.13b. De igual manera, cuando la
divergencia es 0, como ocurre en la ley de Gauss para el magnetismo o en la ausencia de monopolos
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magnéticos V.B = 0, las lineas de flujo no se ven alteradas en su trayectoria, tal como se muestra
en la figura 3.13c. Al igual que en el caso anterior, también existen expresiones correspondientes a
los otros sistemas de coordenadas.

Divergendia negativa Divergencia Positiva Divergencia 0

\\\ \\\

(a) Divergencia negativa o (b) Divergencia positiva V.F >0 (c) Divergencia 0 V.F =0
sumidero V.F <0

¥

%

Figura 3.13 Tres casos para la interpretacion de V.F

Divergencia en coordenadas cilindricas

.19 19Fy OF,
V.F =~ (pFy) + S+ 5 3.108
pap(p p) > 39 (3.108)

Divergencia en coordenadas esféricas

- 10 1 ) 1 JF
VF r28r( Fr)+rsen( )39<F9S€n(9))+rsen( 0) d¢

Un ejemplo préactico de lo anterior es el campo eléctrico generado por dos cargas eléctricas opuestas
separadas por una distancia d. Esta configuracion ilustra la representacion de la ley de Gauss para
el campo eléctrico.

(3.109)

(3.110)

Esta tematica, junto con su version magnética, se desarrollarda mas adelante en detalle. Por el
momento, es suficiente comprender su representacion grafica.
Propiedades de la divergencia
Sean F ,é un par de funciones vectoriales en R3, entonces.
Linealidad
V.(aF +BG) = aV.F+BV.G (3.111)

Con o, €R.

37



Electricidad, magnetismo y ondas
con aplicaciones en Python

3N A f A 7>X\ ¥

\t f«f"""\\i;f 1.0
21wk h A =N ¥ FH
1IRX R A A=Y FFH 0.5
WK b AN ) M
0 - i eafeate] 0.0

-Arl')*’ W7 A ww
‘l‘l.f’*\--i# kX% -0.5

21 R"i;\:
-y -1.0
—3-#‘%\“:; :

=2

3 2.5
" 2.0
15
1 10
0 0.5
5 0.0
—0.5
= -1.0
-3 -1.5

Figura 3.14 Lineas de campo producidas por un par de cargas eléctricas acorde a la ley de Gauss

Regla del producto

Sea v una funcién escalar, entonces, la regla del producto dictamina lo siguiente:

V.(yF) =V(y).F+y(V.F) (3.112)

Teorema Gauss-Ostrogradsky o de la divergencia

Sea V un volumen en R3 que posee una frontera S, esto es una superficie que pertenece a V y al
mismo tiempo lo contiene. Sea F un campo vectorial que pertenece a V, entonces (Ver figura 3.15):

/// (V.F)dV = # (F.h)dS (3.113)
Vv S

La interpretaciéon fisica de este teorema consiste en analizar cada una de las integrales. En el
lado izquierdo, se tiene una integral de volumen que representa todas las fuentes o sumideros
responsables de que las lineas de campo entren o salgan del volumen. En otras palabras, este
término acttia como un contador que suma todas las lineas de campo presentes dentro del volumen.
Por otro lado, en el lado derecho, aparece una integral que recorre toda la superficie S que delimita el
volumen V, sumando todas las lineas de campo entrantes y salientes. Por tanto, este teorema busca
determinar el flujo neto que emerge de un volumen arbitrario V. Como se menciond anteriormente,
permite realizar calculos sobre el comportamiento de sistemas fisicos que operan de esta manera.
Ejemplos de ello incluyen el flujo de agua a través de una tuberia, el caudal de un rio en una region
especifica o el campo eléctrico que emana de una agrupacion de cargas. Mas adelante, se ilustrara
la utilidad de esta poderosa herramienta matematica.
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S
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) l V
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Figura 3.15 Interpretacion fisica del teorema de Gauss-Ostrogradsky

Para demostrar la ecuacién 3.113 de forma simple se requiere partir de un cubo en R3, de la figura

3.16.
Z
y
As
s [ E Y' E {:I d
Ay
XL eyt Ag As
‘ = € As a
Ay a< X <k

b

Figura 3.16 Areas de flujo para el teorema de la divergencia

Tomando como referencia la coordenada x, se evaluaran las expresiones para el flujo que entra y
sale del cubo a través de cada una de las caras. Para este caso, se consideraran las areas A; y A,.

— // F .Ada+ // F .Ada = // F(b,y,z)dydz — // F(a,y,z)dydz (3.114)
A] A2 A2 Al
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Del teorema fundamental del calculo, se tiene lo siguiente:

boF - -
) 5 dx=F(b)—F(a) (3.115)

Por lo tanto, es factible reescribir la expresion 3.114, esta vez teniendo en cuenta los limites de
integracion.

// (F(b,y,z) — F(a,y,z) dydz—///—dxdydz—///bg—FdV (3.116)

Repitiendo el proceso para cada una de las caras del cubo, es decir, para Z y Y, y sumando cada
una de estas contribuciones, junto con la definicién de divergencia, la ecuacién 3.116 tomaria la
siguiente forma:

/// aF aF gy ///VFdV -

Por lo anterior se puede concluir lo planteado inicialmente en 3.113.

Ejemplo

Determine el flujo a través de una esfera centrada en el origen de radio R producido por un campo
F = xzé, + arcsec(z* + 1)x%é, + 3z¢.

Se Se sabe que el flujo estd dado por []. Aﬁ -fida, por lo tanto, la manera correcta de resolver este
problema es a través del teorema de la divergencia. La razon es la complejidad que puede implicar
evaluar la integral en torno a la coordenada Y, por lo cual el procedimiento apropiado consiste en
calcular la divergencia de F y proceder a integrar sobre todo el volumen de la esfera, es decir:

. JF, OF, OF,
V.F = — 4+ =—=2z4+0+3=2z43 A1
5 Iy 4 7 =z+0+3=z+ (3.118)

Aplicando el teorema de la divergencia y tomando el diferencial de volumen en coordenadas
esféricas, segtin 3.89, se tiene lo siguiente:

///(1+3)dV=///(z+3)rzsen(9)drd9d¢ (3.119)

Transformando z a coordenadas esféricas:
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z=rcos(0) (3.120)

Sustituyendo en 3.119 y tomando los limites de integracion de acuerdo con el dominio de cada una
de las variables en coordenadas esféricas, se tiene que:

T R(rcos(G) +3)r2sen(0)drd0d¢ = A Rr3sen(9)cos(9)drd9d¢
Iy Y

Donde la primera integral es 0, ya que se trata de una integral de una funciéon peridédica evaluada
en su periodo, dejando lo siguiente:

2 rm R 27 T R
/ / / 3r2sen(0)drd0d¢ = 3 / do / sen(6)do / Pdr = |47k} | (3.122)
0 0 JO 0 0 0

3.2.3 Rotacional
El rotacional (curl) se define como la medida de la torsién de un campo vectorial F. En otras
palabras, para cada punto en F es posible determinar tanto el eje como la magnitud de la maxima
circulacion posible. Por ejemplo, un Vortlce como el ilustrado en la figura 3.17, puede describirse
mediante el célculo del rotacional, VxF= curl( ) Este calculo genera un vector cuya magnitud
representa la velocidad angular del vortice, mientras que su direccion indica el eje y el sentido de
rotacion del mismo.

(3.121)

\v\_\"‘w:.. —_—

\\\

Figura 3.17 Vorticidad en torno a un eje coordenado

Para calcular el rotacional en coordenadas cartesianas es necesaria la siguiente definicion en forma
de determinante.

& & &
= o JF, JF, JF, OJF; JoF, OJF;
|2 o 9
VXE= 5 5 5| =Gy m a5 et (G — 5 ) (3.123)
F B F
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Aplicando la definicién previamente introducida del pseudo-tensor de Levi-Civita, es posible expresar
este operador de manera mas compacta. Esto se escribe como:

(VxF) = Si,j,ngk(x,y, 2) = g VIF (3.124)
J

con (x,y,z) = (x1,%2,X3)

Ejemplo

Sea F = cos(x+y)é; + sen(2)é, + (z+y)?é., determine VxF

= = = = 8F aF
(Vx F)! = €03 V2F3 4 g3 VPF2 = —= - 2 (3.125)
dy 0z
Con €123 =+1 y €13 = —1 y reemplazando en 3.125, el rotacional para su primera componente en
la direccion de é, quedaria:
JF, OF
=5 =2 = (2(z+y) — cos(z))é (3.126)
dy 9dz

Los demds términos se expresan de la siguiente manera (se recomienda realizar la comprobacion):

&13VIF3 + 63, V3F! =0 (3.127)
e312V' F? 4+ £33 V2F! = sen(x+y) (3.128)
VxF = (2(x+y)—cos(z))é+ 0éy + sen(x +y)é; (3.129)

Propiedades del Rotacional
Sean F y V una par de campos vectoriales en R, (es igualmente valido en sistemas coordenados

curvos). Entonces se tiene que:

Rotacional del producto cruz

= =

VX (ExV)=(V.EF+FN)V —(VV4+V.V)F (3.130)
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Rotacional de un rotacional

Vx(VxF)=V(V.F)-VF (3.131)
Como se puede observar, esta ultima propiedad es un corolario de la primera identidad presentada.
Dada su relevancia en el estudio del electromagnetismo, se solicitara su demostraciéon en la seccién
de problemas. De hecho, es tan fundamental que da origen a otro operador vectorial que se abordara
mas adelante: el Laplaciano (V?).

Rotacional del gradiente de un campo escalar

Sea ¢ un campo escalar, se dice entonces que el gradiente de ¢, es irrotacional, es decir:

Vx(Ve)=0 (3.132)

Rotacional del producto entre un campo vectorial y escalar

VX (VOF) =V xF+ ¢V x F (3.133)

Rotacional en otros sistemas de coordenadas

Como se ha presentado hasta este punto, es necesario mostrar la forma que adopta el rotacional
en los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas. Esto resulta especialmente util al resolver
problemas complejos, ya que con frecuencia se simplifican al trasladarlos a un sistema de coordenadas
mas acorde con su simetria.

Coordenadas cilindricas

| ép péy ¢
~ =~ 0 J d
VxF(p,¢,z):E 5% 75 5 (3.134)
F, pFy F
Coordenadas esféricas
1 é rég rsen(0)ey
AV > d d J
VXF(T,,9,¢): }"2 sen(@) ar 20 % (3135)
F. rFy rsen(0)F
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3.2.4 Laplaciano-D‘Alembertiano
El operador laplaciano, simbolizado por A, V? o simplemente V-VF, donde F es una funcién
definida en R" y cuya segunda derivada existe, es una herramienta matematica de vital importancia
en el campo de la fisica. En particular, permite definir y modelar fenémenos como la difusion o el
potencial eléctrico, por lo que su estudio resulta fundamental en este contexto.
Para cada uno de los sistemas coordenados presentados, su definicién matemética en R3 es la

siguiente:
Cartesianas

Af=VVf=V?= gi’; + 31{ 32;; (3.136)
Esféricas

Af:V.Vf:VZ:rlz%(rzg—];)—kmi(e)aa—e(sen(e)g—g)%—mlz(e)% (3.137)
Cilindricas

Af:V.Vf:V2:li of ), L1, Pf (3.138)

pap (b 8p) p2d¢>  Iz2
Cuando se trata de sistemas asociados a geometrias no euclidianas, es decir, geometrias curvas,
el operador adopta una forma diferente. Un caso muy conocido es cuando abordamos problemas
en un espacio de Minkowski, especialmente relevante por sus implicaciones en el desarrollo de la
teorfa de la relatividad. En este espacio, tanto las coordenadas espaciales (x,y,z) como el tiempo
se combinan para generar una variedad en la que todos los cuerpos en movimiento presentan
un comportamiento similar entre dos intervalos espacio-temporales para cualquier observador en
reposo. Esta variedad tiene la caracteristica de que, cuando se esta lo suficientemente cerca, parece
un espacio euclideo [5, 6]. Esta introduccion permite presentar un operador derivado del Laplaciano
en este singular espacio.

D’Alembertiano

Basicamente es el mismo operador ya mencionado, pero incluye la coordenada temporal, lo que
permite generalizar el laplaciano.

22 9% 9% 97 92
D:ﬁ_a_xz_a_yfa_zzzﬁ_vz (3.139)
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Ejemplo

Sea ¥ = Acos(@r +k(x2+y*+2z2)+¢). Calcular (O + (€)2)y. A esta tltima expresion se le conoce
como la ecuacién de Klein-Gordon, la cual fue de gran utilidad en la descripcion del boséon de Higgs,

trabajo por el cual Peter Higgs y Francois Englert recibieron el Premio Nobel de Fisica en 2013
7, 8].

La mejor forma de proceder es calcular los términos de forma independiente y posteriormente
sumarlos empezando por Ly.

0%y
Oy =—+ —Viy (3.140)
Entonces:
321/’ 2 202,22
v —Awcos(ot +k.(x*+y*+7°) + ) (3.141)
Asimismo,

V2y = —(Acos(ot +k.(x> +y* +22) + 0) (2x.k)* + Asen( ot + k.
(Acos(ot +k.(x> +y> +22) + ¢)(2y.k)? + Asen(wt +k.
(Acos(wt +k.(x*> +y* +2%) + ¢)(22.k)? + Asen( ot +

(4% +2%) +9)(2K))—
(2 +y>+22)+0)(2k))— (3.142)

-

k(2 47 +2) + ) (2K))
Aqui se aplico la definicién de la segunda derivada a cada término, con el fin de agruparlos

posteriormente.

Finalmente, se tiene que:
me.o 9’ oYV v
O+ =" -Vv=
—Aw*cos(t + k(P +y> +22)+ )+
(Acos(ot +k.(x*> +y* +2%) + 0) (2x.k)* + Asen(wt + k. (x> +y* +22) + ¢) (2K))+ (3.143)
(Acos(wt + k.02 +Y* 4+ 22) + ¢)(2y.k)? + Asen(ot + k.(x*> +y* +2%) + ¢)(2k))+
(Acos(wt + k.02 +y* +22) + ¢)(22.k)? +Asen(a)t+k( +y2+22) +0)(2k))+
(= ) ( Y+ +9)

Hasta este punto se han expuesto los conceptos matematicos mas relevantes y necesarios para el
estudio del electromagnetismo y las ondas, sin entrar en detalles exhaustivos. Esta decision obedece

2 Acos(or + k(x> +
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a que, pese al caracter matematico de este capitulo, la intencién de este texto es enfocarse en la
fenomenologia fisica.

3.2.5 Graficos y calculos en Python
Esta secciéon esta dedicada al manejo e instalacién de algunas librerfas fundamentales de Python
para la graficacion de datos, en particular: numpy, matplotlib y sympy. En caso de ser necesario,
se introduciran otras librerias complementarias, como pandas o SciTools.

Para ejecutar los scripts presentados en esta seccién, es necesario descargar el entorno de desarrollo
Anaconda desde el siguiente enlace:

https://www.anaconda.com/products/individual#windows

Hecho esto se procede a abrir el prompt de Anaconda.

—— Anaconda Prompt (miniconda3)
R

Figura 3.18 Prompt de Anaconda (Python)

Una vez alli, se debe escribir el siguiente comando, el cual permitira obtener la tltima version de
Conda, un administrador de librerias de Python que evita el uso de variables de entorno y reduce
el riesgo de fallos en el sistema.

conda update -n base -c defaults conda\\

Posteriormente creamos el entorno de Python donde almacenaremos nuestras librerias, para este
caso, se le nombrara entorno-prueba.

conda create —n entorno-prueba python=3.7 numpy pandas matplotlib sympy jupyter

Esto permitird instalar las librerias mencionadas anteriormente, asi como un entorno de desarrollo
integrado al navegador llamado Jupyter Notebook.

Una vez completado este paso, se procedera a activar el entorno creado escribiendo la siguiente
linea de comando:

conda activate entorno-prueba
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Se activara al lado izquierdo del prompt el nombre del entorno.

(entorno-prueba) C:\Users\User>
Para posteriormente activar el entorno grafico.
jupyter notebook

El cual abrird de forma automatica el navegador mostrando lo siguiente en pantalla (De no abrirse,
copiar y pegar los links que se muestran en el prompt de Anaconda):

: Jupyter Qut || Logowt

Fles | Runming  Clusters

Select items to perform actions on them Upioad | New~= | &
Huolebouk
0o = mj Mame & ]
Python 3 {ipykemel)
[0 [ 3D Objects
[0 3 anaconda3 Text Eile
O 3 Androsd Folder
C Terminal
[0 O AndroidStudioPrajects el
L & ansel a year ago
O O Bibhoteca de calibre 4 months ago
[0 [ Contacts 22 days aga
L O comwlution2D 2 months ago
O 3 Crypta ayear ana
[ O demo-app a year ago
Ll O Documents 5 months ago
O 0 Downloads 2 hours ago
[0 O eth-proxy a year ago
[ 3 Faverites 22 days ago
oA

Figura 3.19 Mentu de configuracién de Jupyter Notebook

Se hace clic en la zona indicada, lo que abrird un nuevo cuaderno en el cual serd posible ejecutar
los scripts presentados a continuacion.
El primer ejemplo ilustra cémo graficar un campo vectorial en 2D, similar a los mostrados en las
secciones anteriores. Al introducir el siguiente codigo en la linea de comandos del cuaderno, se
obtiene la figura: 3.20.

1 import numpy as np

2> import matplotlib.pyplot as plt

1+ Ymatplotlib inline

5 #Grafico vectorial de la funcion F(x,y)= sin(x)ex + cos (y)ey
6 # Dominio de x,y desde —5 hasta 5 tomando 10 pts

7 x,y = np.meshgrid (np.linspace(—5,5,10) ,up.linspace (—5,5,10))

9 u = np.sin(x)
10 v =1np.cos(y)
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12 plt.quiver (x,y,u,v) #Grafico de la funcion parametrica
15 plt.show ()

Cédigo 3.1 Grafico de un campo vectorial en Python

«
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=Y

Figura 3.20 Campo vectorial de la funciéon paramétrica dada por U = sen(x) V = cos(y)

También es importante destacar que no todos los scripts presentados aqui estan exclusivamente
orientados a la visualizacion de expresiones matematicas; algunos de ellos permiten realizar calculos
de manera agil, aprovechando las funcionalidades de las librerias numpy y sympy. Esto resulta
especialmente 1til cuando el objetivo trasciende el aprendizaje conceptual y se requiere efectuar
operaciones de forma eficiente. En ese contexto, el siguiente algoritmo permite determinar el
producto cruz de dos vectores.

import numpy as np

1

2

3 #Entrada de vectores

1+ A =np.array ([1, 1, 1])
5 B=np.array ([1, 1, 1])

7 #Calcular producto Cruz
s output = np.cross (A, B)
10 print (output)
Cédigo 3.2 Célculo del producto cruz con numpy
En otras ocasiones, resulta util poder calcular de forma analitica ciertas expresiones matematicas,
como en el caso del calculo de la matriz inversa en la transformacién de coordenadas rectangulares

a cilindricas (ver ecuacion 3.62). Por ello, el uso de la libreria sympy es ideal para esta tarea, como
se mostrara en la siguiente rutina:

1 !'pip install —U sympy #libreria para calculos simbolicos de Python
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import sympy as sym

#lmprime en pantalla las ecuaciones
sym.init_ printing ()

7 #Toma la variable phi como simbolica
s ph = sym.symbols(’phi’)

10 # forma de introducir una matriz por fila

11 matrix = sym.Matrix ([[sym.cos(ph), sym.sin(ph), 0],
12 [—sym.sin (ph), sym.cos(ph) 0],
13 [07 07 1]])

14 #lmprime usando notacion de latex

15 print (sym.latex (sym.simplify (matrix.inv())))
16 #imprime en pantalla la solucion

17 sym. pprint (sym. simplify (cilindricas (cyl)))

Cédigo 3.3 Célculo de la matriz inversa usando la libreria de mateméticas simbdlicas de Python

Arrojando como resultado el cédigo IXTEX que permite escribir expresiones matematicas complejas,
como las presentadas en este documento, y adicionalmente su soluciéon de una manera amigable
para el usuario.

El siguiente codigo representa una version mas elegante del anterior, lograda mediante la definicion
de una funcién para introducir la matriz de transformacion.

| import numpy as np

2 import sympy as sym

3

4 sym.init_printing ()#Print the equations

5 #Takes variables as symbols

6 ph,th,r,ro,x,y,z=sym.symbols ([ "phi’, theta’,’r’,’rho’,’x’,’y’,’z"])
7 cyl = sym.Matrix ([[x**2],[x*x2+z*%2] ,[0]])
8

o def cilindricas(cyl):
10 # Syntax to introduce matrixes
11 matrix = sym.Matrix ([[sym.cos(ph), sym.sin(ph), 0],

12 [—sym. sin (ph), sym.cos(ph) ,0],
13 [0, 0, 1]])=*cyl
14 return matrix

16 sym. pprint (sym. simplify (cilindricas (cyl)))

17

v vars = {"x":0, "y":2, "z":1}
newCyl = cilindricas (cyl).subs(vars)
21 sym. pprint (newCyl)

2(

Cédigo 3.4 Cambio de coordenadas (rectangulares-cilindricas) usando la libreria sympy

Otra posibilidad es el cdlculo de integrales. Si bien es cierto que esta libreria posee algunas
limitaciones, para la mayoria de las integrales simples que suelen aparecer en problemas de textos
de ingenieria no presenta inconvenientes. Como ejercicio, se deja el tratar de resolver la integral
presentada en la seccién de angulo sélido por este método.
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En este ejemplo, se tratara de resolver la siguiente integral definida:

“  dxd
/ Y (3.144)

oo (2 42)3

1
2 import sympy as sym
3
1

4 #lmprime ecuaciones
5 sym.init_printing ()

s #variables simbolicas

9x, y, a =sym.symbols ([’x’,’y’,’a’])

10

11 #Calcula la integral definida

12z = sym.integrate (1/((sym.sqrt (x*«x2+y*%2))x%x3) ,(x,—sym.o00,sym.o00))
13

14 sym. pprint (sym. simplify (z))
Cédigo 3.5 Célculo de una integral indefinida con sympy

En el caso de las ecuaciones diferenciales, también es posible utilizar la libreria sympy. En este
ejemplo, se combinard con numpy y matplotlib para resolver el siguiente problema.

1
Zy= 3.145
X * ( )

Con condiciones iniciales y(1) = 0.
Su solucion analitica es la que sigue.

2
X 1

- 3.146

yET T3, ( )

Se puede comparar esta solucién con la obtenida mediante sympy, utilizando el siguiente c6digo.

import matplotlib.pyplot as plt

1
2 import numpy as np
3
. import sympy

7 #Definir variables

$X, y, z, t = symbols(’x y z t’)

ok, m, n = symbols(’k m n’, integer=True)
wf, g, h symbols(’f g h’, cls=Function)

11

12
13 #dy/dx = (x-1/xy)

14
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Eq(f(t).diff (t),
dsolve (eq,
print (’0DE class: ’,
pprint (an_sol)

(£) -(1/t)*£(t))
hint=’1st_linear’, ics={f(1):
classify_ode (eq) [0])

o})

t_begin=1.

t_end=5.

t_nsamples=100

t_space = np.linspace(t_begin, t_end, t_nsamples)
5 1lmbd_sol lambdify (t, an_sol.rhs)

x_an_sol = 1mbd_sol(t_space)

lambda t (t*%2/3) -(1/(3%t))
x_hand_sol = lmbd_handsol(t_space)

plt.figure ()

plt.plot(t_space, x_hand_sol, ’--’, linewidth=2,
plt.plot(t_space, x_an_sol, linewidth=1,
plt.title(’EDO de orden 17)

xlabel (’t’)

ylabel (’f(t) )

grid ()

legend ()

show ()

plt.

plt.
plt.

S

3. Fundamentos matematicos

label=’a mano’)
label=’sympy’)

Cédigo 3.6 Solucién de un ecuacion diferencial ordinaria de orden 1 mediante sympy. basicstyle

El resultado de la ejecucién del script arroja el resultado de la figura 3.21.

EDO de orden 1

g4 —= amano
—— sympy
6_
= 41
2_
/
=
.-"/
o4 =~
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 3.21 Comparacién de la solucion de sympy con una analitica

Como se observa, la solucién numérica proporcionada por sympy coincide exactamente con la

solucion analitica de la ecuacion diferencial planteada.
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El siguiente codigo permite generar graficos en 3D, una herramienta poderosa al abordar sistemas
mas realistas. A pesar de su utilidad, estos graficos suelen ser complejos de interpretar, por lo que
en la literatura cientifica es mas comtn encontrar representaciones mediante mapas de calor.

from mpl toolkits import mplot3d

Y%matplotlib inline #Permite visualizar en consola
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

fig = plt.figure ()
ax = plt.axes(projection="3d’) #prepara para recibir datos en 3d

#Definimos la funcion a graficar
def f(x, y):
return np.cos (y)*x*x24np. sin (x)*xyx*2

5 x = np.linspace(—6, 6, 300)
s y = np.linspace(—6, 6, 300)

X, Y = np.meshgrid (x, y)
Z=1(X,Y)

fig = plt.figure ()
ax = plt.axes(projection="3d")
ax.contour3D (X, Y, Z, 50, cmap=’binary’)

1 ax.set_xlabel(’x7)
5 ax.set__ylabel ('y ")
ax.set_zlabel('z7);

ax = plt.axes(projection="3d")

ax.plot_surface(X, Y, Z, rstride=1, cstride=1,
cmap="magma’, edgecolor="none’)

ax.set__title(’surface’);

ax.view_init (60, 33) #Cambia angulo de visualizacion

fig

Cédigo 3.7 Cédigo para graficar una funcion en 3D
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Figura 3.22 Ejemplo de un grafico en 3D usando la libreria matplotlib

Finalmente, el siguiente cédigo permite graficar precisamente los mapas de calor mencionados
anteriormente.

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.ticker as ticker

X

np.random . uniform (—2, 2, 200)

Y = np.random. uniform(—2, 2, 200)

Z

(2+%Xxnp. cos (Y) 4+ Yxx2xnp.cos (X))+(np. sin (X)*2xY—np. sin (Y)*«Xxx2)

contour = plt.tricontourf (X, Y, Z, 100, cmap="bwr")

def fmt(x, pos )
a, b= "{:.2e}’ . format(x).split(’e’)
b = int (b)
return r’${} \times 107{{{}}}$ .format(a, b)
plt .rcParams[’figure.dpi’] = 300
cbar = plt.colorbar (contour, format=ticker.FuncFormatter (fmt))

cbar.set_label(’Intensidades’)

plt.xlabel (’

plt .show ()

X')

plt.ylabel ('Y

)

Cédigo 3.8 Mapa de calor de una funcién en 3D
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Entregando el siguiente resultado.

1s 276% 100
2.58 % 10°
10 -
2.40 % 10°
0.5 1 222 % 10° %
> 00 - 2.04 %109 2
=
[T
E 1.86% 109 &
1.68 % 107
-10 -
1.50 % 10°
-15 1.32 x 10°
1.14 x 10°

-1.5 10 -05 UG

Figura 3.23 Mapa de calor de la funcién Z = cos?(x) + y/x2 + 2

3.3 Problemas
1. Sea F = cos(x+y)éy +sin®(x +y+2)é, + V2 +72é,, para un punto 1(2,2,1), determine lo
siguiente:
a) F en I en coordenadas cilindricas.
b) F en I en coordenadas esféricas.
¢) El rotacional, la divergencia y el laplaciano de F.
2. Calcule el dangulo sélido subtendido por los extremos de un disco de radio R a una distancia
H de un observador, el cual esta dado por la siguiente expresion:

o Hrdrd¢
o [ [ s (3.147)

a) Resuelva esta integral de forma analitica y usando sympy, grafique el resultado en 3D.
b) Describa la situacién planteada con un esquema (dibujo) teniendo en cuenta los dngulos.
¢) Resuelva el mismo problema, pero esta vez para un anillo de las mismas dimensiones.
3. La siguiente ecuacién diferencial describe un circuito cerrado con una resistencia y un
inductor en serie. Determine su solucion de forma analitica y usando sympy, grafique el
resultado y compare.

di(t) R

AL
i) =T sin(or). (3.148)

Nota: Utilice los valores de la figura 3.24.
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R =109

120Sen(1207t) (V) $ L =100mH

Figura 3.24 Circuito RL en régimen de AC

4. Determine el vector de Poynting § = E x B entre los vectores E = Ey,sin(ot +k-y)é. y B =
ET’" sin(@t +k - y)é.

a) Determine la magnitud de S y su direccién de propagacion (emplee la definicién que
utiliza el simbolo de Levi-Civita).

5. Encuentre una expresién para la fuerza de Lorentz que involucre la direccién (ver figura), si
una carga Q de masa m se desplaza a una velocidad v = Acos(w? + ¢)é,, en presencia de un
campo magnético B = Bmew’+¢éy. Encuentre para qué valores de (@ + ¢) la amplitud del
campo magnético toma la siguiente forma: B, = —A%Qm (recuerde que F= m%, sugerencia:
expanda los dos primeros términos de la expresion resultante en series de Taylor).

— —
F'=q(UxB) .

€z

-~

Cy

Figura 3.25 Esquema del problema que involucra componentes de la fuerza de Lorentz

6. Determine el campo eléctrico producido por la parabola dirigida hacia el foco F, como se
indica en la figura 3.26, si se tiene que su vértice esta en el origen. La ecuacién general de
una pardbola estd dada por (y —k)? =4p(x—h) con x = p— h, vértice V (h,k), foco F(h+p,k).

A

A
Y

F(2,0)

\]

Figura 3.26 Calculo del campo eléctrico de una parabola
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4. Campos escalares y vectoriales

4.1 Principios basicos de campos

En esta seccién, el enfoque estard centrado en el estudio de los campos escalares y vectoriales, con
énfasis en los asociados a las cargas eléctricas y sus efectos (leyes de Maxwell). Sin embargo, es
interesante explorar otros fenémenos fisicos asociados a estos conceptos, en particular, mediante
la exploracion de los campos gravitacionales. De esta manera, se podra tener un concepto mas
amplio e intuitivo de los mismos.!

4.1.1 Campo escalar

Los campos escalares se caracterizan por tener un valor numérico definido en cada region del espacio
que describen, es decir, para cada punto existe un valor real al cual estan asociadas unidades de
medida que determinan su naturaleza. Por ejemplo, el campo de temperaturas que caracteriza
una habitaciéon permite relacionar la temperatura con un conjunto de coordenadas, las cuales son
independientes del observador. Esto quiere decir que, si dos personas diferentes miden el mismo
punto, independientemente del sistema de coordenadas que empleen, deberan obtener la misma
lectura del valor de la temperatura. Un ejemplo de la visualizacién de un campo escalar se puede
apreciar en la figura 4.1, donde los valores estan dados por la evaluacion de la funciéon alli indicada,
y permanecen invariantes sin importar el sistema de coordenadas elegido.

Generalmente, los campos escalares pueden representarse mediante mapas de calor, acompafiados
de una barra lateral que indica el valor numérico de los colores empleados. De esta manera, se
puede representar una figura en 3D en 2D. Otros ejemplos de este tipo de campos incluyen la
presion, el potencial eléctrico, la densidad, entre otros.

Una propiedad mateméatica importante de este tipo de estructuras es la siguiente:

Imagen de J.C Maxwell, tomada de: https://library.si.edu/image-gallery/73659 @€
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Funcién f(x,y) = Sinc(x)Sinc(:

2.0

1.5
[

1.0
[IN]

0.5
> 0.0 0.1

.5
0.2

1.0)
.1

1.5

2. (.2

Figura 4.1 Campo escalar formado por la funcién f(x,y) = Sinc(x) Sinc(x? +y?)

Sea ¢ un campo escalar arbitrario, entonces:

Vo =E (4.1)

Es decir, el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial.

1

2> import numpy as np

3 from matplotlib import pyplot as plt
1

5 n = 2080 #numero de puntos entre limites
6 x = np.linspace(—2., 2., n) #Rango de X
7y = np.linspace(—2., 2., n) #Rango de Y

s X, Y = np.meshgrid(x, y) #Produce una malla (matriz) de datos

10 Z = np.sinc (X) x np.sinc(X #xx 2 + Y xx 2) #Define la funcion
11 plt.rcParams[’'figure.dpi’] = 900 #Resolucion
12 plt .rcParams | text.usetex’|] = True #Habilitacion de latex

11 plt.pcolormesh (X, Y, Z, cmap = cm. inferno)

15 plt . title (’Funcion $f(x,y)=Sinc(x)Sinc(x 2+y 2)$’,fontsize=18,color="b")
16 cbar = plt.colorbar ()

17 plt . xlabel ('X")

15 plt.ylabel ("Y")

19 plt.show ()

Cédigo 4.1 Campo escalar producido por la funcién sinc(x)
4.1.2 Campo vectorial

Los campos vectoriales, desde el punto de vista de la fisica, son herramientas conceptuales que
permiten modelar propiedades de la naturaleza, tales como el campo eléctrico, la velocidad, la
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fuerza, el momento, etc. Es decir, todo aquello que, para poder describirse, requiere tanto magnitud
como direccion. Un ejemplo tipico de este tipo de estructuras matematicas aplicadas al campo de
la fisica es la diagramacién del campo de velocidades en un fluido, cuyo caso mas simple es el
transporte de cantidad de movimiento asociado a una velocidad en la capa mas externa de una
cavidad abierta. En otras palabras, se trata de un recipiente que contiene un fluido y cuya parte
superior esta abierta. Dicha solucion del campo de velocidades puede apreciarse en la figura 4.2.

| 0.36

- ~ 030

]
" T m m S ow oa e .rf,e"_a;r‘l; " D.24

T . T, S R
O T T O T O U P r0.18

064 * L R e T I '
L e A T 1 U -Illl

- = L} LS L * " e m m & e - - - " r " r
= = 5 - - - - - - - - & & r r r . _D-GE

0.4 - P T - 4 a2 s '
e C -0.00
o2d - -0.06
-0.12
0.0 T T T T -0.18
0.0 02 04 06 0.8 14

Figura 4.2 Campo vectorial asociado a una cavidad abierta en la parte superior

Los ejes X y Y representan, respectivamente, la longitud horizontal y vertical de la cavidad,
mientras que la magnitud de las flechas indica la velocidad en la posicion dada. Este enfoque
para caracterizar campos vectoriales es especialmente 1til en el estudio del electromagnetismo. Sin
embargo, a diferencia de las velocidades en un fluido, cuya comprension puede resultar mas intuitiva,
la interpretacion de los campos magnético y eléctrico es menos evidente, ya que su visualizacién en
la realidad depende de fenémenos acoplados. Por ejemplo, las lineas de campo magnético pueden
revelarse al colocar virutas de hierro alrededor de un iman. Por esta razén, el uso de herramientas
computacionales es fundamental para observar y analizar estos conceptos fisicos.

4.2 Campo eléctrico y fuerza de Coulomb

El campo eléctrico y la fuerza de Coulomb son dos ejemplos de campos vectoriales. Como es
habitual, el estudiante estd mas familiarizado con el concepto de fuerza, entendida como la accién
o interaccion entre objetos. De esta forma, es facil conceptualizar la fuerza como el vector resultante
de dicha interaccion, cominmente conocida como la ley de accion y reaccion. En este contexto, la

fuerza eléctrica o de Coulomb sigue el mismo principio, aunque en este caso, la fuerza es provocada
por cargas eléctricas.

Este fenomeno se pone de manifiesto en el famoso experimento en el que se frota un peine de
plastico sobre el cabello y se atraen pedazos de papel. Sin embargo, hay una sutil diferencia: en
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este caso, la accién (atraccion) ocurre a distancia. Este detalle fasciné a los cientificos de los siglos
XVIII y XIX, como Joseph Louis de Lagrange (1773), quien intenté modelar por primera vez la
atraccién de objetos elipsoidales a distancia [9], o Carl Friedrich Gauss (1835), quien dio nombre a
un par de leyes del electromagnetismo [10]. Sin embargo, el principal impulsor de la integracién de
todo este conocimiento, que permitié un verdadero avance en la comprension de este fenémeno, fue
el escocés James Clerk Maxwell, con su obra cumbre “A Dynamical Theory of the Electromagnetic
Field” (1865) [11]. Cabe destacar que, aunque muchos otros grandes nombres contribuyeron al
estudio del electromagnetismo, la magnitud de este campo hace imposible nombrarlos a todos.

Entrando de lleno en el tema, £qué es entonces la fuerza de Coulomb? En esencia, se trata de
una interaccion entre cargas o distribuciones de carga que, dependiendo de su naturaleza, pueden
ser atractivas o repulsivas. El primer caso ocurre cuando las cargas son de polaridad opuesta, es
decir, una carga es negativa y la otra positiva. Es posible que este concepto no sea del todo claro,
por lo que es necesario definir lo que es una carga eléctrica. En este caso, tomaremos como base el
electrén, cuya carga eléctrica es por definicion negativa y tiene un valor de e~ = 1,60217663 x 10~
C, donde C es la unidad del sistema internacional de medicién llamada Coulomb?, la cual equivale a
la cantidad de carga entregada por 1 amperio en 1 segundo, o a 6,241509 x 10'® cargas elementales
e~ , donde la carga elemental es la carga del electrén. Ahora bien, una carga repulsiva se presenta
cuando las cargas son iguales, es decir, cuando ambos sistemas tienen la misma polaridad o signo.
Lo anterior no es mas que una simplificaciéon del concepto real de carga eléctrica, ya que, cuando
hablamos de atraccion y repulsiéon debemos considerar la composicion quimica del objeto analizado.
Por ejemplo, cuando una molécula pierde un electrén y se ioniza, adquiere una carga parcial
positiva. Esto significa que, en comparacion con la especie eléctricamente neutra, tiene un electréon
menos, pero no implica que sea realmente de carga positiva. Sin embargo, en el caso del hidrégeno,
esta si es la situaciéon, ya que al perder su unico electrén, el nicleo del atomo queda expuesto,
confiriéndole una carga positiva real debido al protéon que alli se encuentra. Recordemos que los
neutrones no tienen carga eléctrica.

Después de esta introduccion y necesario preambulo, se pueden definir las expresiones para la
fuerza de Coulomb y el campo eléctrico. En términos simples, la fuerza eléctrica se define como
la atraccién o repulsion entre cargas, siendo su intensidad proporcional al valor de las cargas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas.

F=gI2 g (4.2)
|17
K se conoce como constante eléctrica o de Coulomb, donde:
1
- 4.3
dmey (4.3)
& se conoce como permitividad eléctrica del vacio.
1 F
= —— =8,8541878128 x 10" 12— (4.4)
c“ Uy m

2Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806) fue un ingeniero y fisico francés quien descubrié la ley que lleva su
mismo nombre [12]
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Donde ¢ representa la velocidad de la luz en el vacio (c = 299792458%) y oy la permeabilidad
magnética del vacio (o = 1,25663706212 x 1076 %)[13]. El significado de este dltimo pardmetro se
abordara con mayor profundidad en la secciéon dedicada al electromagnetismo.

4.2.1 Teorema de la conservacion de la carga
Este principio nos indica que, en sistemas cerrados o aislados, la carga total se conserva. Esto
significa que la diferencia entre las cargas positivas y negativas permanece constante. Este hecho
puede considerarse como un corolario del teorema de conservacion de la energia o de la primera
ley de la termodindmica [14, 15].

En términos matematicos, este principio se expresa de la siguiente manera:

dq (dq dq
E - (at)entra_ (at>sale (45)

Esto significa que el cambio en la carga total de un volumen cualquiera se debe a la diferencia entre
la carga que ingresa y la que sale de dicho sistema. Como se mencioné previamente, esta ecuacién
es analoga a la primera ley de la termodinamica, en la que la energia no se crea ni se destruye, sino
que lo que se pierde es igual a lo que se gana, de manera similar a lo que ocurre con la carga eléctrica.

La primera persona en demostrar de manera inequivoca el teorema de conservacion de la carga
fue Michael Faraday en 1843. Recordemos que Faraday fue uno de los principales contribuyentes
al desarrollo de la teoria electromagnética, siendo quizas su mas famosa contribucion la ley de
induccién que lleva su nombre [16].

Ejemplo
Consideremos un sistema en el que entra carga con una velocidad dada por ¢(t) y que sale a una
tasa de 2 C/s. Se requiere encontrar una expresiéon que permita predecir el comportamiento de la

carga en funcion del tiempo y graficarlo, resolviendo tanto de forma computacional como analitica.

Lo primero es emplear el teorema de conservacion de la carga, para lo cual se utiliza la ecuacion

4.5. Es decir:
dq
=4l -2 (4.6)

Aqui, hemos reemplazado por lo que se menciona en el problema: 2 C/s es la carga que sale, y
q(t) es la carga que entra. Esto nos lleva a una ecuacién diferencial lineal de primer orden, que
puede resolverse con el método de separacion de variables, si cambiamos la derivada parcial por
una derivada total, ya que la carga solo depende del tiempo. Asi obtenemos:

dg

T q()-2 (4.7)
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A continuacién, si separamos las variables e integramos ambos lados de la ecuacion, obtenemos:

/ q(g_‘f_z _ / dr (4.8)

Por consiguiente,

Inlg(t) —2| =t +C (4.9)

Organizando la expresién y despejando para ¢(f) quedaria:

q(t) =Ké' +2 (4.10)
Para encontrar la constante de integracion K es necesario definir una condicion inicial, en este caso,
supondremos que en el instante cuando t = 0, la carga eléctrica en el sistema es de 1 C . K = —1.
q0)=1=kKe"+2 . K=—1 (4.11)
q(t)y=2-¢ (4.12)

También es posible resolver este problema de forma computacional utilizando el siguiente cédigo
en Python. En él se plantea la ecuacion diferencial, en este caso la ecuacién 4.6, y se define el
dominio temporal como 0 <t < 5. Posteriormente, dicha ecuacién se integra mediante la rutina
odeint, para luego graficar los resultados, tal como se ha mostrado en secciones previas de este
texto.

1
2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from scipy.integrate import odeint

¢ def q(q,t): # EQ Diferencial planteada
7 dqdt = q—2
8 return dqdt

10 q0 = [0, 1, 2] # condiciones iniciales q(0)= 0, 1, 2
11 t = np.linspace (0,5,100)# Dominio del tiempo

12 x = np.linspace (0,5,100)# Dominio solucion analitica
13 result = odeint(q,q0,t) # rutina de sln de la EDO

15 fig ,ax = plt.subplots ()

16 ax.plot (t,result [:,0],label="q0 = 0")

17 ax.plot(t,result[:,1], k7, label="q0 = 1)

15 ax.plot (t,result [:,2],label="q0 = 2)

19 ax.plot (x, 2—np.exp(x),’'r—’,label =’ Analitico con g0 = 1)
20 ax.legend (prop={’size ’: 12})

21 ax.set_xlabel (7t ")

22 ax.set__ylabel(r’q(t)’)

25 ax. grid ()

Cédigo 4.2 Codigo para resolver el problema del ejemplo
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De lo anterior, se obtiene la siguiente figura 4.3.

=100 1

£ -150
2004 —— q0=0
4 g0=1
-250 q0 = 2

— Analiticocongd =1
-300 4

] 1 2 3 4 5
t

Figura 4.3 Solucion de la evolucion de la carga en el tiempo, tanto analitica como numérica

Como se puede apreciar, el resultado para la condicién inicial g(0) = 1, que fue seleccionada
para la solucion analitica del problema, se reproduce perfectamente mediante el método numérico
empleado en Python. Es importante destacar que este grado de ajuste solo es posible con ecuaciones
diferenciales lineales. En otros casos, en algin punto, se pueden observar diferencias en las predicciones
obtenidas por ambos métodos.

4.2.2 Ley de Gauss eléctrica

En términos sencillos, la ley de Gauss se puede describir como la forma en que las lineas de campo
eléctrico se distribuyen alrededor de una carga eléctrica. Podemos imaginarlo de manera similar a
un recipiente lleno de agua con multiples agujeros. En este caso, la carga eléctrica se asemeja al
agua, que fluye a lo largo de diferentes caminos representados por las lineas de campo eléctrico.
La cantidad de agua almacenada en el recipiente se relaciona con la carga encerrada, y las fugas
de agua a través de los agujeros se corresponden con el flujo eléctrico total (la suma de todas las
fugas). Este tltimo se puede escribir matematicamente de varias formas, primero, considerando
cargas discretas esparcidas por el espacio.

Como se observa en la figura 4.4, la comparacion entre el fenémeno del campo eléctrico y un cubo
descargando agua a través de orificios presenta ciertas similitudes. Sin embargo, esta analogia no es
completamente precisa, ya que, en el caso del agua, la descarga esta influenciada por la gravedad,
mientras que en el campo eléctrico esto no ocurre. En este tltimo caso, la trayectoria de las lineas
de campo depende de la geometria de la distribucion de carga y del medio en el que se propaga.
Este aspecto se abordara con mayor detalle mas adelante, al introducir la forma diferencial de la
ley de Gauss.

o 1 X —X;
E(X) = ; : 4.13
(x> 4meg qu |x—x,~|3 ( )

i

Donde el término ‘x_xf hace referencia a la direccién de propagacién del campo eléctrico (vector

X—X;]
unitario). Por definicién, para una coordenada arbitraria n, se tiene lo siguiente:
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0,

Figura 4.4 Analogia entre el cubo de agua y una distribucién de carga en el espacio

X — X X — X
—xi| S x—x) 2 (r—x)2 + .
Entonces, la ecuacion 4.13 es una forma compacta de representar el campo eléctrico, incluida la

direccién, sin recurrir a la notacién de vector unitario.
La figura 4.5 representa geométricamente esta situacion.

é,

(4.14)

E
P
QT

0O

Figura 4.5 Descripcion del campo eléctrico producido por la carga ¢; en el punto P

De aqui se evidencia claramente que la coordenada x es el lugar donde se desea encontrar el campo
eléctrico, mientras que x; es la posicion donde se encuentra la carga o la distribucién desde la cual
emanan las lineas de campo. Partiendo de esto tltimo, se hace necesario definir estas estructuras, es
decir, teniendo en cuenta los elementos diferenciales, por lo cual la ecuacién 4.13 toma la siguiente
forma:

- 1 x—x
E(¥ N d®Y 4.1
O = e |, P s (115)
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Donde p(x') hace referencia a la distribuciéon de carga eléctrica de origen y d°x’ es el elemento
diferencial de volumen, es decir, d3x’ = dxdydz en coordenadas cartesianas.

Figura 4.6 Ley de Gauss desde la perspectiva de la interpretacién de angulo sélido

Partiendo de lo planteado en la figura 4.6, se puede obtener una aproximacion de la ley de Gauss
integral. Esta ley establece que el flujo saliente del campo eléctrico a través de la superficie exterior
de un volumen de control es igual a la carga encerrada por dicho volumen. En otras palabras, si
sumamos todas las contribuciones de las lineas de campo eléctrico, podemos determinar el valor
de esta carga. A esta técnica matematica se le conoce como superficie gaussiana y al proceso de
obtener el valor de la carga eléctrica se le denomina Ley de Gauss.

Para comprender mejor este concepto, se requiere calcular el siguiente producto punto, teniendo en
cuenta la figura ya mencionada anteriormente y tomando como referencia la definicién de campo
eléctrico y vector unitario:

dA (4.16)

La pregunta que surge a continuacion se refiere a la necesidad de involucrar el concepto de angulo
solido en esta discusion. Esta cuestion surge debido al comportamiento que presenta este fenémeno.
Observemos el elemento de angulo solido de la figura 4.6, denotado como dQ. Cuando dicho
elemento se acerca a la superficie, comienza a expandirse hasta convertirse en el diferencial de area.
Por el contrario, si se moviera hacia la carga, su tamano comenzaria a disminuir hasta convertirse en
un punto justo sobre ella. Todo lo anterior sucede en funcion de :‘—2. Esto implica que la propagacion
del campo eléctrico en el espacio sigue una logica similar: su magnitud disminuye en funcién del
cuadrado de la distancia desde la carga hasta el punto donde se desea medir.

En términos simples, a medida que se abarque un area mayor, la cantidad de lineas de campo
disminuira en proporcion inversa al cuadrado de la distancia.
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Lo anterior queda de manifiesto si se tiene en cuenta la definicién de elemento diferencial de angulo
solido, es decir, dQ = ‘i—? = ’r'—f, por lo tanto, 4.16 se puede reescribir de la siguiente forma:

E AdA =

q fr.ndA q
= dQ 4.17
Adwey r? 4me (4.17)

Lo anterior en virtud de la definiciéon de producto punto. Si ademas se integrase a ambos lados,
entonces la expresion 4.17 quedaria de la siguiente manera:

2 A q
EndA =—— [ dQ 4.18
% " 477:8() \% ( )

Por definicién, [dQ =4r, por tanto:

%E.ﬁdA . (4.19)
20

A esta tltima expresion se le conoce como la forma integral de la ley de Gauss eléctrica o la primera

de las ecuaciones de Maxwell.

Ahora se procedera a deducir la versiéon diferencial de esta misma ecuacién. Para este fin, se

empleard el teorema de la divergencia y se supondra que, en lugar de una carga puntual, se

trabajara con una distribuciéon de carga:

55 E.AdA = % / p(X)dv (4.20)

Agrupando términos:

- 1 —
/E.ﬁdA——/p(X)deO (4.21)
A &
Aplicando el teorema de la divergencia al primer término del lado izquierdo:
- 1 .
/ V.Edv— - / p(X)dV =0 (4.92)
v €0
Por lo tanto:
= i
/ vE-PX v o (4.23)
v &

A partir de la ultima expresién, se deduce claramente que la ecuacién (4.36) solo tiene sentido si
y solo si el integrando es igual a cero.

= pX)
VE=S (4.24)

A 4.24 se le conoce como la ley de Gauss eléctrica diferencial. En la siguiente seccién se mostrara
cémo aplicar los conceptos aqui presentados.
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4.2.3 Aplicaciones ley de Gauss: distribuciones de carga
La estimacion del campo eléctrico proveniente de distribuciones de carga es una de las aplicaciones
mas comunes de la ley de Gauss eléctrica e involucra la introduccién de un concepto nuevo, como
la densidad de carga, la cual permite simplificar calculos al tratar una cantidad discreta de cargas
como si se tratase de un continuo. Cada una de ellas se simboliza de acuerdo a la siguiente
convencién: densidad de carga lineal (A = %), densidad superficial de carga (o = %) y, finalmente,
c
)

densidad volumétrica de carga (p = -5

4.2.3.1 Lineade carga
Si se tiene una linea de carga uniforme ¢, de dimensiones como las mostradas en la figura 4.7,

entonces, mediante la aplicacién de la ley de Gauss, es posible obtener el siguiente resultado para
el campo eléctrico a una distancia h de la fuente. Se debe tener en cuenta que los vectores de
campo eléctrico radiales irradiados desde esta presentan una componente neta perpendicular a la
linea cargada, como se muestra.

_ 1 dl !
2 — 2
\ s
\ T ~
\ Jyn

\ !
\ /
\ h )/
A /
\ '
\ ,"
\ /
\ !
\ )/
\ v
v g
v,
FE

Figura 4.7 Campo eléctrico producido por una linea de carga uniforme g

Partiendo de la forma dada por 4.16 de la ley de Gauss, se tiene que:

g cos(0)

Y, de la grafica, se sabe que:
h h
cos(6) = - = ———e (4.26)
gRvzn
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Combinando las ecuaciones 4.25 y 4.26, se obtiene:

L
S q 2 hdl
Edl= / (4.27)
yg 4mey 7% </’l2—|—(§)2)3/2

Aplicando sustitucién trigonométrica, es posible resolver la integral del lado derecho de la ecuacién
4.27, es decir:

g = htan(0) — ¢ = 2htan(0) (4.28)
Con
dl =2hsec*(0)d6 (4.29)
Por lo tanto, la integral de la ecuacién 4.27 quedaria de la siguiente forma:
/ 22}12 szec2(29)d93/2 (4.30)
(h? 4+ h?tan?(0))

Simplificando, se tiene:

(ST

2 2 20 l
E/cos(e)de = Zsin(@) = = (4.31)
2 /E+r SRt
Teniendo en cuenta que el lado izquierdo de la ecuacién 4.27 es igual a:
%

51{ E-dl=E( (4.32)
Entonces, la expresion para el campo eléctrico en este contexto seria la siguiente:

Eo=-1 —~E= (4.33)

AT p L 42 h/ &+ n2
1

Con A = % la densidad lineal de carga eléctrica y k = Tngg-

Con esta expresion es posible predecir dos resultados muy importantes: cuando la linea de carga
es infinita y cuando la distancia del observador a esta es mucho mayor que su longitud.

Para el primer caso, se tiene que £ > h o ¢ — co. Entonces:

; 4k
F =i lim ——— — hl (4.34)
O e 2

En el otro caso, h>>{ vy E — 0:

E =kA lim ——— =0 (4.35)
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4.2.3.2 Anillo cargado
En este caso, se busca determinar el campo eléctrico asociado a una distribuciéon uniforme de carga

eléctrica en una configuracion de anillo, teniendo en cuenta las dimensiones presentadas en la figura
4.8. La aplicaciéon de la ley de Gauss arroja lo siguiente.

do

Figura 4.8 Campo eléctrico producido por un anillo cargado con densidad lineal de carga A

Tomando como punto de partida la ecuacion 4.16, es posible construir un modelo que describa
las lineas de campo eléctrico para esta configuracion. Primero, se procedera a determinar la
equivalencia en términos de los parametros descritos en la figura. Por ejemplo, la equivalencia
de cos(0) es la siguiente:

¢
Vi

Debido a la simetria del anillo, se procedera a obtener el diferencial de linea en coordenadas
cilindricas:

cos(0) = (4.36)

dL=pd¢ (4.37)

Es importante notar que el campo eléctrico se anula alrededor del anillo, ya que siempre existira
una componente del campo eléctrico apuntando en direcciéon contraria en cada punto. Las tinicas
lineas que no se anulan son las que apuntan directamente hacia el lugar donde queremos calcular el
campo eléctrico. En ese sitio, las componentes del campo eléctrico se suman, permitiendo encontrar
una resultante en la direccién z (suma de vectores), como se muestra en la figura 4.9.
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Figura 4.9 Anaélisis vectorial del campo eléctrico producido por el anillo

Asimismo, se tiene:

P =p>4+ 02 (4.38)

Sustituyendo todo lo anterior en la ecuacién mencionada al principio, se obtiene:

- q lpdy

E.AdL = 4.
Ad 4mey (pZ +£2)3/2 €z ( 39)
Integrando ambos lados, se obtiene:
2n 2
R q lpd¢
E.npdp = —— —_— 4.40
;é npd¢ 4n£0/0 (p? +g2)3/zez (4.40)
Resolviendo:
- 2
ompE— 4P, (4.41)

= dmey (p2 4+ 2312

q

Haciendo uso de la densidad lineal de carga, es decir, A = p

forma:

la ecuacion 4.41 queda de la siguiente

1 2nALlp

E =
4rey (2 —l—p2)3/2 €z

(4.42)

Si se toma el término kK = ﬁ, entonces finalmente se tiene la expresién para el campo eléctrico

producido por un anillo cargado uniformemente a lo largo del eje z:
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Para profundizar en la comprensién de este fendmeno, es necesario ir un paso mas alla. Por ello,
se recurrird a una simulacién en Python que permite entender de manera sencilla el sentido de

calcular estas situaciones.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from ipywidgets import interact, FloatSlider
#libreria para calculos interactivos

def plot_charged ring(radius, lambda_, 1):
# Grafica del anillo tomando 100 puntos
num_ points = 100

x = np.linspace(—2, 2, 100)
y = np.linspace(—2, 2, 100)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Ex = np.zeros_like (X)
Ey = np.zeros_ like (Y)

for i in range(num_ points):
dx = X — radius x np.cos(2 x np.pi * i / num_ points)
dy =Y — radius % np.sin(2 * np.pi * i / num_points)

rho = np.sqrt (dx **x 2 + dy **x 2)

E=(2*np. pixlambda % 1 % rho)/((1 *%x 2 + rho #x 2) =xx (3/2))

#Ecuacion para calcular el campo electrico de un anillo

theta = np.arctan2(dy, dx)
Ex += E * np.cos(theta)
Ey += E % np.sin (theta)

plt.figure ()

plt.streamplot (X, Y, Ex, Ey, color="k’, linewidth=1, density=2)

theta = np.linspace (0, 2 % np.pi, num_ points)
x_ring = radius * np.cos(theta)

y_ring = radius * np.sin(theta)

plt.plot (x_ring, y_ring, ’k’, linewidth=4)

intensity = np.sqrt (Ex *x 2 + Ey #x 2)
plt.contourf(X, Y, intensity , cmap="inferno )

plt.colorbar (label="Intensidad de Campo Electrico’)

plt.xlabel ('X")
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16 plt.ylabel ('Y")
a7 plt.title (’Lineas de campo electrico de un anillo cargado’)

49 plt.axis(’equal’)
50 plt.grid (True)
51 plt .show ()

55 interact (plot__charged ring ,radius=FloatSlider (min=0.1,max=2.0,
52 step=0.1, value=1.0) ,lambda_=FloatSlider (min=0.1,max=2.0,step=0.1,
55 value=1.0) ,1=FloatSlider (min=0.1,max=2.0,step=0.1,value=1.0))

Cédigo 4.3 Simulacién de un anillo cargado

radius —e——————

lambda

W///%' -

120

Sl
“!\\\\\ m

Intensidad de Campa Electrico

" =20 -15 =10 =05 00 05 .0 15 2.0
X

Figura 4.10 Simulacién de un anillo cargado empleando una libreria interactiva de Python

En este c6digo, se crea un objeto que permite modificar la densidad lineal de carga, el radio y la
distancia a la cual se desea calcular el campo eléctrico. Asimismo, se incluye un mapa de calor
para visualizar de manera mas clara la intensidad del campo eléctrico. Este codigo se recomienda
ser ejecutado en Google Colab, con el fin de evitar posibles conflictos durante la instalacién de
librerias. En la figura 4.10 se muestra el resultado obtenido.

4.2.3.3 Disco cargado
En este caso particular, es necesario recurrir al concepto de densidad superficial de carga ¢. Para
ello, se resolvera el mismo problema planteado anteriormente, pero considerando toda la superficie
encerrada por el anillo, es decir, un disco. Por consiguiente, la tinica modificacién requerida es el
diferencial de érea:

dA = pdpd¢ (4.44)
Por lo tanto, la ecuacién 4.39 adopta la siguiente forma:

- {2

E-apdpdg = -1 _PIPI0_, (4.45)

Ameg (p? + (2)32 €
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Integrando ambos lados, se obtiene:

/271:/ p ¢_ ZE/R fpdpd(P .
pap 47'[80 pZ_{_gZ (02 1 /2\3/2 ¢z

Resolviendo primero el lado izquierdo:

2
- pdpd¢

A

4. Campos escalares y vectoriales

_,\'

(4.46)

(4.47)

Aplicando una sustitucion, donde U = p? + 2 y dU = 2pdp, la primera integral se reescribe como:

2n ;Zdqub

0 2;](]3/2 €z

qt

TR’E —
4rey

(4.48)

Definiendo o = # y despejando el lado izquierdo de la ecuacion:

. ol -2
E =
axes o 2(p2+€2)1/2‘ d9¢:
I (o4 1 1 .
~ 4ng /o [Z (R? +€2)1/2] 49é;

(4.49)

(4.50)

Considerando nuevamente la equivalencia de k, y dado que los demas términos son constantes
respecto de ¢, el campo eléctrico para un disco uniformemente cargado esta dado por:

4.2.3.4 Cilindro uniformemente cargado
Este caso es fundamental al hablar de capacitancia, ya que uno de los principales tipos de capacitores

es el cilindrico. Por lo tanto, analizar el problema del campo eléctrico generado por un cilindro
cargado simplificara los calculos necesarios para determinar el potencial eléctrico en esta configuracion.
Dicha simplificacion sera especialmente ttil para calcular la capacitancia.

14

E =2nxo [1 — —(RZ AR

(4.51)

—

E

Figura 4.11 Campo eléctrico generado por un cilindro uniformemente cargado

72



WINNIRrEevsraRan|

Electricidad, magnetismo y ondas
con aplicaciones en Python 4. Campos escalares y vectoriales

Para resolver este problema, se empleara la forma integral de la ley de Gauss. Partiendo de la
ecuacion 4.18 y considerando el elemento diferencial de area dS mostrado en la figura 4.11, se
puede describir el campo eléctrico generado por un cilindro uniformemente cargado de la siguiente
manera:

. q . 21 b4 q
%EﬁdS:—:E/ /pdq)dz:— (4.52)
& 0 0 &

La forma de esta expresion se puede justificar desde dos perspectivas. En primer lugar, se considera
que el campo eléctrico se define tinicamente en la direccion p del sistema de coordenadas cilindrico.
En segundo lugar, se supone que el radio del cilindro es mucho menor que su longitud, es decir,
p < z, por lo que los efectos de los extremos pueden ignorarse. En consecuencia, el producto punto
entre el campo eléctrico y el vector unitario normal se simplifica, ya que ambos son paralelos,
reduciéndose al producto de sus magnitudes.

Simplificando y evaluando las integrales presentadas en 4.52, se obtiene el campo eléctrico para
esta configuracion:

= q = q A
2npzE = — = E = I 4.53
P € ZEEOPZ p ( )

Si se define A = %, entonces:

A

E=
2mwEyp

ép (4.54)

4.2.3.5 Campo eléctrico de una esfera cargada
El siguiente ejemplo tiene como proposito calcular el campo eléctrico generado por una esfera en

el espacio, para demostrar que su comportamiento es equivalente al de una carga puntual. Esta
situacion es intuitiva al considerar un objeto esférico que, al alejarnos, parece reducir su tamafo. Si
continuamos alejandonos indefinidamente, la esfera se percibe efectivamente como un punto desde
la perspectiva del observador. Aqui es donde el concepto de angulo sélido en fisica resulta relevante,
ya que proporciona herramientas matematicas para analizar este tipo de situaciones.
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EREE

—_

E,

Figura 4.12 Campo eléctrico generado por una esfera uniformemente cargada

Haciendo uso de la ley de Gauss en su forma integral y considerando el diferencial de superficie
cuando el radio es constante, dS, = r? sin(0)dOd¢, se obtienen las mismas consideraciones aplicadas
al cilindro cargado para este caso.

. q N 2w q
%E-ﬁdS =L = E/ / rsin(0)d0do = — (4.55)
& 0o Jo i)

Integrando respecto a 6, se tiene:

L [2m T q
r2E/ —cos(0)| dp =+ (4.56)

0 0 &
anrPE =Le, (4.57)

&
Por lo tanto:
2 q .

E=— 4.58
471'80V2€r ( )

La expresion obtenida en 4.58 confirma que, efectivamente, el campo eléctrico producido por una
esfera uniformemente cargada es equivalente al generado por una carga puntual.

4.2.3.6 Campo eléctrico de una parabola uniformemente cargada
Para concluir esta seccion, se presentara un ejemplo mas elaborado que busca determinar el campo

eléctrico en el foco de una parabola horizontal con vértice en el origen y foco F(a,0), como se ilustra
en la figura 4.13.
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V(0,0)

v

Figura 4.13 Campo eléctrico en el eje focal debido a una parabola uniformemente cargada

En este caso, la inica componente que no se anula se encuentra en la direcciéon x. Esto simplifica

considerablemente el problema, ya que el diferencial de linea se reduce a df = dxé, + dyéy = dxé,.
Como resultado, el proceso de integracion se vuelve mas sencillo. Partiendo nuevamente de la
ecuacion 4.16, se deben identificar los términos relevantes, tal como se ha hecho hasta ahora.

Dado que el diferencial de linea es simplemente dx, se procedera directamente a encontrar las
expresiones para r° y cos(8).

a—x
cos(0) = 4.59
() (a—x)%+4ax (4.59)
Por lo tanto:
r? = (a—x)*+4ax (4.60)

Estas expresiones se obtienen al interpretar la figura de la parabola junto con su ecuacion constitutiva.
A partir de estas relaciones, se calcula la componente y del vector distancia 7. Aplicando el teorema
de Pitagoras, se determina la hipotenusa correspondiente a cos(0) y, simultdneamente, el valor de
7. Sustituyendo estos resultados en la ecuacién 4.16 de la ley de Gauss, se concluye que:

a a

- q (a—x)dx .

E | dx= 4.61

/0 ) 4mep /0 [(a—x)2+4ax]3/2 cx (4.61)
Dado que A = %, se puede expresar el campo eléctrico como:

- A (a—x)dx

E = 2 4.62
4mey /0 [(a—x)?+4ax]?/? o (4.62)
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Resolviendo el cuadrado en el denominador y simplificando, se obtiene:

- A (" (a—x)dx |
E 4“0/0 [(a+x)z]3/zex (4.63)

De este modo, la integral queda definida como:

- A (Y (a—x)dx
E = 2 4.64
4%80/0 (a+x)3 e (4.64)
Aplicando fracciones parciales, se tiene:
a—x 2a 1
= — 4.65
(a+x)3  (a+x)? (a+x)? (4.65)
Por lo tanto, la solucién de la ecuacion 4.64 es la siguiente:
- A a A
E= x (4.66)

Ay (a+x)2lo 167mega

4.2.4 Capacitanciay potencial eléctrico

4.2.4.1 Potencial eléctrico

En términos simples, el campo eléctrico se puede definir como la energia potencial eléctrica por
unidad de carga. Es decir, es el trabajo necesario para mover una carga de prueba (hipotética)
de un punto de referencia a otro sin perturbar el campo eléctrico. Este concepto se simboliza
con la letra griega ¢ y, como ya se menciond, sus unidades son % o simplemente voltios (V) [17].

Basandonos en la figura 4.14, se tiene:

Figura 4.14 Trabajo eléctrico realizado para desplazar una carga del punto a al punto b

El trabajo realizado para desplazar una carga entre los puntos a y b esta dado por la siguiente
expresion:

b
W= / F.dl (4.67)

76



WIRNIVE/aRRN > N S L

Electricidad, magnetismo y ondas
con aplicaciones en Python 4. Campos escalares y vectoriales

Dado que la fuerza eléctrica esta expresada como F = gE, se tiene:

b
W= g / E.at (4.68)

Esto se debe a que el trabajo se realiza en contra del sentido de la fuerza y que la carga se considera
constante, como se muestra en la figura.

A continuacién, la discusion se centrara en el campo eléctrico. Como se menciond en otra seccion,
para una distribucién continua de carga p, se tiene la siguiente expresion:

p(x)(x —x)d3x
4.
47r80/ lx—x/|3 (4.69)

Haciendo una pausa en este desarrollo y centrando la atenciéon tinicamente en el termino.

’(;__;])3 (4.70)

Ademas, recordando que.

9 (l) __1_ = (4.71)

dx \x x2 x3
Entonces, aplicando el mismo concepto al vector X en coordenadas cartesianas.
/
X—Xx 1
2y L) 472
|x — x| X—x

Por lo tanto el potencial eléctrico se puede reescribir como.

1

. 1\ 4
E= fre p(x)v(x_x,)d x (4.73)

Aplicando el teorema fundamental del cdlculo, la expresion 4.73 queda de la siguiente forma.

o 1 p(x)d3x
b= dmey | x—x (4.74)
Haciendo:
1 x)d3x
o) = —— [2W) (4.75)

4me x—x

Donde ¢ es el potencial eléctrico.

E=-V¢ (4.76)

3Esto es extrapolable a otros sistemas de coordenadas.
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O, en otras palabras, el gradiente del potencial eléctrico (campo escalar) es el campo eléctrico
(campo vectorial).

Volviendo a la ecuacion 4.69, se tiene:

W=-— /b —qVo(x)-dl (4.77)

Aplicando nuevamente el teorema fundamental del calculo, esta vez a la ecuacion 4.77:

b
wurgAVMWMzm%—%> (4.78)

b
[ Edt= =00y = (4.79)

De lo anterior, se concluye que:

yﬁﬁ-d@:o (4.80)

En una trayectoria cerrada, el potencial eléctrico es nulo, es decir, no existe una diferencia de
potencial. Este fenomeno puede observarse utilizando un recipiente con agua y una pequena
cantidad de sal. Dentro del recipiente, se colocan dos electrodos en los extremos, los cuales estan
conectados a una bateria. Si se mide el voltaje con un multimetro en un mismo punto, es decir,
colocando las puntas del instrumento a la misma distancia de uno de los electrodos, este indicara
aproximadamente 0 V.

Una forma de explicar este fendmeno es considerar qué se esta midiendo. Generalmente, se utiliza
como referencia la tierra o el infinito, definiendo el voltaje como una diferencia. Una analogia
cercana seria la energia potencial gravitacional (mgh), donde la altura se mide con respecto a un
punto de referencia, como el nivel de la calle en un edificio o la superficie de una mesa en una
oficina. En el caso del potencial eléctrico, sucede algo similar. Este concepto se abordara con mayor
detalle al definir la energia potencial eléctrica.

En general, para un sistema discreto de cargas, el potencial eléctrico presentado en la ecuacién
4.75 toma la siguiente forma:

Ux) = 4;80; r ai (4.81)

— x|

Donde x representa el punto en el que se evalia el potencial eléctrico y x; corresponde a la
coordenada en la que se encuentra localizada la carga eléctrica ¢;. En el siguiente ejemplo, se
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ilustra este concepto.
Ejemplo

Dos cargas puntuales de -60 uC y 100 uC se localizan en (2,2,2) y (0,—2,—3) respectivamente.
Encuentre el potencial eléctrico en el origen (ver figura 4.15).

Para resolver este problema nos remitiremos a la ecuacién 4.81, la primera parte es determinar el
valor de la magnitud del vector distancia, entre cada una de las cargas y el origen:
Teniendo en cuenta que la primera carga se encuentra ubicada en x = 26y + 2é, +2¢;, se tiene:

[ —x)| = 1(0,0,0) — (2.2,2)] = /(0-2)2+(0-2)2 + (0~ 2)2 = V12 (4.82)

Aplicando una légica similar para la segunda carga, se obtiene lo siguiente:

(x—x:)] = 1(0,0,0) — (0, -2, -3)| = \/(0—0)2+(o+2)2+(0+3)2 —V13 (4.83)

Por lo tanto, el potencial eléctrico se puede expresar como:

—60x 107°C 100 x 10~°C 1 1—60 100
Ulx) = + = [ -
Ameygy/12 4megy/13 dmep /12 /13

Paotencial electrico en coordenada X
0.004 Wix)

0.002 4 . . .
2¢; + 26, + 2¢,

] % 106y (4.84)

0.000

—60p
-0.002 ) e P
~1-7 AL
® _
X -0.004 o Fs
7 i 1
~0.006 - 4y b

0.008 4 Bl
-
. "’ -
-
=0.010 4

0¢; — 2¢, — 3¢,

0.012

T T T T T T
0.0 0.5 10 15 2.0 25
X

\

(a) Grafico del potencial eléctrico respecto a la
distancia entre cargas en el eje X. (b) Esquema general del problema planteado.

Figura 4.15 Ejemplo de aplicacién para el potencial eléctrico asociado a dos cargas puntuales

Para concluir esta seccion, se incluye a continuacion un cédigo en Python que permite simular el
comportamiento del potencial eléctrico en el caso de un dipolo, similar al problema previamente
resuelto. En la figura 4.16 se pueden apreciar con mayor detalle los conceptos expuestos anteriormente.
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1 import numpy as np

2> import matplotlib.pyplot as plt

3 from ipywidgets import interact, FloatSlider
4

5 # Constantes

6 k = 8.99 % 10%xx9 +# Constante de Coulomb

s # Funcion para calcular el potencial electrico en un punto
o def calculate potential (charge 1, charge 2, dist, x, y):

10 rl = np.sqrt ((x — dist /2)**x2 + y**2)

11 r2 = np.sqrt ((x + dist /2)*%2 + y*x%2)

12 potential = k % (charge 1 / rl + charge 2 / r2)
13 return potential

14
15 # Funcion para calcular el campo electrico en un punto
16 def calculate field (charge 1, charge 2, dist, x, y):

17 rl = np.sqrt ((x — dist /2)*x2 + y*x*2)

18 r2 = np.sqrt ((x + dist /2)*x2 + y*x*2)

19 field_x=kx*(charge_1x%(x—dist /2)/rl**x3+charge_2x(x+dist /2)/r2**3)
20 field y = k % (charge 1 % y / rl%%x3 + charge 2 % y / 12%x%3)

21 return field_ x, field_y

22
23 # Funcion interactiva
21 @interact (charge 1=FloatSlider (min=—10, max=10, step=0.1, value=1),

25 charge 2=FloatSlider (min=—10, max=10, step=0.1, value=—1),
26 dist=FloatSlider (min=0.1, max=10, step=0.1, value=1))

27 def simulate dipole(charge 1, charge 2, dist):

28 # Generar malla

29 x = np.linspace(—10, 10, 100)

30 y = np.linspace(—10, 10, 100)

31 X, Y = np.meshgrid (x, y)

32

33 # calcular potencial

34 potential = calculate_potential(charge 1, charge 2, dist, X, Y)
35

36 # calcular campo

37 field x ,field y=calculate field (charge 1,charge 2, dist ,X,Y)

38

39 # graficar

40 fig , (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(12, 6))

42 # potencial electrico
43 axl.set_title(’Electric Potential’)
14 axl.set_xlabel (’'X")

45 axl.set ylabel(’Y")

16 ¢ = axl.contourf(X, Y, potential , cmap="jet )
a7 cbar = fig.colorbar (¢, ax=axl)

48 cbar.set_label (’Potential ”)

49

50 # Campo electrico
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51 ax2.set__title(’ Electric Field’)
52 ax2.set_xlabel ('X")

53 ax2.set__ylabel ('Y")
54 ax2.quiver (X, Y, field x, field y)
56 plt .show ()

Cédigo 4.4 Simulacién del campo eléctrico y magnético

Electric Field

=10.0 1
-100-7.5 -50 -25 00 25 50 75 100 =100 -75 -50 -2%5 00 25 50 75 0.0
X X

Figura 4.16 Simulacion de un dipolo comparando potencial y campo eléctrico

4.2.4.2 Capacitancia

La capacitancia, como su nombre indica, se refiere a la capacidad de un material o dispositivo para
almacenar carga eléctrica. Una analogia méas tangible seria la de un tanque para almacenar agua,
donde la capacidad de almacenamiento estd determinada por el volumen del tanque. Aunque, en
esencia, se trata de una situacién similar, la capacidad de almacenar carga eléctrica es un concepto
algo mas abstracto. Por ejemplo, dos capacitores con las mismas dimensiones fisicas, como volumen,
area y separacion entre placas, pueden tener capacitancias completamente diferentes.

En términos simples, la capacitancia es una propiedad fundamental que describe la capacidad de
un objeto o sistema para almacenar carga eléctrica cuando se aplica un voltaje. Se refiere a la
habilidad de un conductor o dispositivo, como un condensador, para acumular carga en respuesta
a una diferencia de potencial aplicada. Se define como la relacién entre la magnitud de la carga
almacenada (Q) en el objeto y el cambio correspondiente en el potencial eléctrico (V) aplicado a
través del mismo. Ademas, puede expresarse como C = %

La unidad de capacitancia en el Sistema Internacional (SI) es el faradio (F), nombrado en honor
al fisico britdnico Michael Faraday. El faradio se define como un coulomb por voltio (C/V), lo que
indica que un faradio de capacitancia equivale a un coulomb de carga eléctrica almacenado en el
objeto cuando se aplica un voltio [18].
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A partir de lo anterior, se pueden derivar relaciones interesantes que permiten el diseno de capacitores.
Es importante destacar que, para fines practicos, la permitividad del vacio se toma simplemente
como referencia. En este contexto, tiene mas sentido hablar de la permitividad relativa, es decir,
la permitividad del material en relacién con la del vacio. Esto se expresa de la siguiente forma:

€= g¢& (4.85)

Donde g,, también conocida como la permitividad relativa o constante dieléctrica, es un parametro
fundamental en el disenio de capacitores. A medida que esta constante aumenta, se hace posible
disenar condensadores mas pequenos. Precisamente, el descubrimiento de materiales con tales
propiedades ha facilitado el desarrollo de la electrénica moderna [19]. En la tabla 4.1 se presentan
algunos de los materiales més utilizados en la fabricacion de estos componentes.

Tabla 4.1 Permitividad relativa de varios materiales [1]

Material Permitividad Relativa (&)
Vacio 1

Aire 1.0006

Agua 80.4

Vidrio 4-10

Papel 2.5-3.5

Caucho 2-3

Oxido de Aluminio (AL,O3) 8.7-11.5

Silicio (Si) 11.68

Teflon (PTFE) 2.1-2.3

De lo anterior se tiene lo siguiente.

c=g-_2£

V= gl (4.86)

En virtud de lo anterior, es posible calcular la capacitancia de una de las configuraciones de
condensador més estudiadas: el condensador de placas paralelas. Para ello, se estimara el campo
eléctrico de una placa rectangular infinita y, posteriormente, se determinara el potencial eléctrico
asociado, como se mostrara a continuacion.

4.2.4.3 Condensador de placas paralelas
En la figura 4.17 se presenta un condensador de placas paralelas. Se asumira que dicha configuracion

tiene dimensiones infinitas con el fin de simplificar los calculos y, finalmente, determinar la capacitancia
de este dispositivo.
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dA = pdodp

o—

Figura 4.17 Representacion grafica de un condensador de placas paralelas

Siguiendo un procedimiento similar al de la seccion dedicada a la aplicacion de la Ley de Gauss,
se determinara el campo eléctrico en el centro de la figura, a una distancia z de una de las placas.
Para ello, se recurrirda a coordenadas cilindricas con el objetivo de simplificar la integracion.

_ 4 _zpdpdp
Are (pz +22)3/2

(4.87)

Integrando ambos lados, se obtiene:

21
02 pdodp
47;3/ / (P24 22 (4.88)

Considerando la densidad superficial de carga o = nipz e integrando con respecto a @, se tiene:

oz pdp

E= ¢ (pz +Z2)3/2

(4.89)

Integrando nuevamente, esta vez con respecto a p y teniendo en cuenta que se trata de una integral
impropia, se obtiene:

b
N ¥4 pdp
E=—1 — 4.90
2¢ bgrolo/o (p%+22)3/2 (4.90)
Realizando el cambio de variable U = p? 4 z2, de modo que dU = 2pdp, se tiene:

b b
> 1 1 — b
oz pdUu ozl . / dU ozl 2 (4.91)
0

. ozl ozl -2
2e b Jo 29U " 2620 Jy U 26 2o (p2+22) 12 lo
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Simplificando y evaluando el limite en 4.91, se obtiene:

E=221 [— e 4.92
2¢ b (b2 +72)1/2 + Z 2¢ (4.92)

La ecuacion 4.92 representa el campo eléctrico asociado a una lamina infinita. No obstante, en este
caso, se requiere determinar el campo asociado a dos placas: una con carga positiva y otra con
carga negativa. Para ilustrar esta situacion, en la figura 4.18 se muestra el campo eléctrico neto en
esta configuraciéon especifica.

++++++++++++++++++

Figura 4.18 Campo eléctrico asociado a dos placas paralelas enfrentadas de diferente polaridad

Por lo anterior se puede concluir.

-~ - - O© -0 |o
ET:E+_E_:___:

— 4.
2e 2¢ € ( 93)

Conocido el campo eléctrico, el siguiente paso es determinar el potencial eléctrico, aplicando la
ecuacion 4.79.

d d d
V= yf Edt=¢ Zar= g% dv (4.94)
0 o € €Jo
do
y_do 4.95
c (4.95)

Si se tiene en cuenta que o = %, entonces:

V= g_j (4.96)

Reemplazando en 4.86, se tiene:

_|Ae (4.97)

C:
d

SN

Esta tultima expresion, es la capacitancia de un condensador de placas paralelas.
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4.2.4.4 Condensador de cilindros concéntricos
De la figura 4.19, se tiene que para un condensador compuesto por dos cilindros concéntricos de
altura z y radios a y b, la capacitancia se puede calcular de la siguiente manera:

== T

L

Figura 4.19 Condensador de cilindros concéntricos

Partiendo de la ecuacion 4.54, que representa el campo eléctrico producido por un cilindro cargado,
es posible determinar el potencial eléctrico en esta configuracion:

, b Adp
55 E.-di= §é Txer (4.98)

En la ecuacion 4.98 se considera que el potencial eléctrico se calcula entre los cilindros, por lo que
se elige d{ en esta direccién, es decir, radialmente (p). Por lo tanto:

b
= L dp (4.99)
2ne J, P
Integrando:
A b
V=3I (5> (4.100)

Sustituyendo en la ecuacién 4.86 y considerando que A = %, se obtiene:

2mez

. (2) (4.101)
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Esta expresion final corresponde a la relacion buscada. Es importante destacar que el propésito
principal de esta seccion es que el lector se familiarice con el disefio de capacitores reales. Por ello,
se sugiere como ejercicio intentar construir uno de estos dispositivos, lo que permitira profundizar
en los conceptos presentados.

4.2.4.5 Capacitor de casquetes esféricos

Para concluir esta seccion, se calculara la capacitancia de un condensador compuesto por dos
casquetes esféricos de radios R; y R;, tal como se muestra en la figura 4.20.

Figura 4.20 Condensador de casquetes esféricos con radios Ry y R

Siguiendo el procedimiento descrito en las secciones anteriores, se partird del campo eléctrico
generado por una esfera cargada para calcular el potencial eléctrico. El campo eléctrico esta dado

por E = ﬁéw por lo que:
k2 ar 11
Y an_ o (1 1 (4.102)
dme R, R dre R Ry
Esto implica que la capacitancia para esta configuracion se expresa como:
4me
C=—— (4.103)

4.2.5 Leyde Ohm y resistividad

Georg Simon Ohm formulo su teoria circuital en 1827, basandose en una serie de experimentos que
le permitieron comprender la relacion entre la corriente eléctrica, el voltaje y la resistencia. Hasta
ese momento, se interpretaba la corriente como un flujo analogo al de un fluido. Sin embargo, estos
experimentos arrojaron luz sobre la verdadera naturaleza de este fenémeno, demostrando que la
corriente eléctrica se debe al movimiento de cargas. Es importante destacar las limitaciones de esa
época, ya que la teoria cudntica atin no habia emergido en el horizonte cientifico [20].
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En 1900, el fisico aleman Paul Drude desarrollé un modelo para describir el comportamiento de
los electrones en un metal, basdndose en la teoria clasica del electromagnetismo. Este modelo
constituyd una aproximacion fundamental que permitié entender ciertos fendémenos eléctricos
en materiales conductores, llenando algunos vacios en la teoria de Ohm. Sin embargo, aunque
representd un avance significativo en su época, carecia de la profundidad tedrica que posteriormente
se alcanzaria con los trabajos de Planck, Bohr y otros cientificos, quienes desarrollaron una
comprension mas completa del transporte de carga.

Dado el alcance de este libro, la discusién se centrara en las ideas clasicas. En este contexto, el
modelo de Drude puede describirse de manera sencilla al considerar que los electrones en un metal
actiian como una "nube'de particulas cargadas negativamente que se mueven libremente dentro del
material. Estos electrones estan sujetos a la acciéon de un campo eléctrico aplicado y experimentan
interacciones con los iones positivos del metal. El tiempo promedio entre colisiones electrén-ion se
denomina tiempo de relajacién y se simboliza con la letra griega 7.

A partir de esta base, se introduce la siguiente definicion de momentum.

, v dmy) dP
ma mdt dt dt 4 ( 0 )

De 4.104 es posible definir la velocidad en términos de la carga eléctrica y el campo.

P . d<v> L [T
C_E=m™ YT B | ar 4.105
o —9E=m— q /0 ( )

A <V > se le denomina velocidad promedio .".

E
<p>=17 (4.106)
m

Teniendo en cuenta que la densidad de carga superficial, esto es, la cantidad de particulas con
carga que se mueve a través de una superficie por unidad de tiempo esta dada por.

J=n<v>gq (4.107)

Donde n se denomina densidad numeérica, esto es, el niimero de particulas contables por unidad de
volumen (n[z]#), la cual equivale a:

N.Zpm
n= 4.108
o (4.108
Ny, Z, pm, M,,, son el nimero de Avogadro, numero atémico, densidad y peso molecular respectivamente.
Noétese que, las unidades de 4.107 en efecto son consistentes J [z]#%C [z]ﬁ[z]% Por lo tanto,

reemplazando 4.106 en 4.107, se tiene que.

J= (.)Fj (4.109)
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El término destacado hace referencia a la conductividad eléctrica, y la ecuacion 4.109 se conoce
como la ley de Ohm [21]. No obstante, existe una forma més comtinmente utilizada de esta ley.
Para entenderla, es fundamental centrarse en el concepto de conductividad eléctrica y, por ende,
en su reciproco: la resistividad eléctrica.

Esta propiedad de los materiales es inversamente proporcional a la distancia ¢ y directamente
proporcional al area de la seccién transversal A, como se ilustra en la figura 4.21.

A, = wR?

1

Figura 4.21 Esquema de un resistor de longitud £ y area de seccién transversal Ay

Durante el siglo XIX, Charles Pouillet de manera experimental lograria establecer esta relacion y
desarrollarfa la ley que lleva su nombre [22], la cual se expresa de la siguiente manera:

p= R% (4.110)
La ecuacién mencionada estd compuesta por R, la resistencia eléctrica medida en ohmios (Q); p,
la resistividad eléctrica medida en Q-m; la longitud (¢) medida en metros (m); y el drea de la
seccion transversal, también en metros cuadrados (m?). Una vez conocida la relacion 4.110, la
conductividad, que representa la capacidad de un material para transportar carga eléctrica y se
simboliza con la letra griega o, se define como:

1
c=— (4.111)
P
Sus unidades son %, donde S corresponde al siemens (é) en el Sistema Internacional de Unidades

(S.L).

En la tabla 4.2 se puede encontrar algunos valores estandar para la resistividad.
Volviendo a la ecuacion 4.109, tomando la parte resaltada como o, asi mismo, por definicion J = g—i

y recordando que E = —V@, entonces.
dl
A= —oVo (4.112)
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Tabla 4.2 Valores de resistividad para algunos materiales

Material | Resistividad p (Qm)
Cobre 1,68 x 1073 [23]
Aluminio | 2,65 x 1078 [23]
Plata 1,59 x 1078 [21]
Hierro 9,71 x 1078 [23]
Oro 2,44 x 1078 [21]

Lo anterior, dado que tnicamente se considera que en un circuito la corriente fluye en una sola
direccion, por tanto, la derivada parcial pasa a una total, por lo cual la ecuaciéon diferencial quedaria
de la siguiente forma.

A
I= —cv¢/ dA=1=—0VpA (4.113)
0

De 4.110 y 4.111, se puede reescribir 4.113.

l
I:—(—)V A 4.114
Vo (1114)
Suponiendo que la corriente se transporta tnicamente en el eje x, entonces V¢ = %.
RI do
—=—— 4.115
l dX ( )

Integrando a ambos lados y teniendo en cuenta que en X = 0, la corriente eléctrica no se ha
propagado aun y que la longitud del resistor es /.

— | dX = —/ do (4.116)
4 0 a
Los puntos a, b son dos puntos arbitrarios que identifican el comienzo y fin del resistor, por lo
anterior.
RI
FE=0@)—9(b)=2p=V (4.117)

|§| (4.118)

Esta forma de la ley de Ohm es la mas empleada en ingenieria de circuitos y sera la que se utilizara
de aqui en adelante.

Para finalizar esta seccion, se abordara brevemente la relacion identificada por el propio Ohm
entre la temperatura y la resistencia eléctrica. Esta explicacion se realizara desde una perspectiva
clasica, ya que una descripcién mas detallada y general requeriria un tratamiento desde la mecanica
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cuantica. Un ejemplo destacado es la superconductividad, un fenémeno explicable tnicamente
desde esta perspectiva. Aunque no se tratara en profundidad, es relevante proporcionar una breve
introduccion debido a sus implicaciones tecnolégicas.

De manera general, la superconductividad se caracteriza por dos fenémenos principales. Primero,
la pérdida completa de la resistencia eléctrica de forma espontanea a una temperatura y presion
especificas, determinadas por el tipo de material. Segundo, el efecto Meissner, que consiste en la
expulsion de campos magnéticos del interior del material, generando un comportamiento similar
al diamagnetismo perfecto [24]. Es interesante senialar que el fisico neerlandés Heike Kamerlingh
Onnes fue el primero en observar este efecto en 1911, al medir la caida repentina de la resistencia
eléctrica en un filamento de mercurio. Ademés, Onnes fue pionero en el campo de la criogenia,
siendo la primera persona en lograr la licuefaccién del helio [25].

Retomando la relaciéon entre temperatura y resistencia eléctrica, se tiene la siguiente ecuacion
diferencial.

dR

o7 =R (4.119)

Donde R es la resistencia eléctrica, T la temperatura, y & una propiedad del material denominada
coeficiente de temperatura, cuyas unidades son % La ecuacion 4.119 predice una variaciéon entre
estas dos variables proporcional al producto de este coeficiente con la resistencia eléctrica del
material, para un rango de temperatura no muy extremo. La ambigiiedad surge del hecho de que
no todos los materiales comparten el mismo intervalo de validez para esta propiedad [26].

Resolviendo la ecuacion diferencial 4.119 con la condicién inicial R(Tp) = Ro, se obtiene:
In(R)+C=oaT (4.120)

Aplicando la condicién inicial, se puede calcular la constante C:

In (g) — (T —Tp) (4.121)

0

Despejando R, se tiene:

R(T) = Rye®T~10) (4.122)

Expandiendo el término exponencial en una serie de Taylor, se tiene lo siguiente:

Por definicién, una serie de Taylor se expresa como:

n

o n)(g
f(x):;)f !()(x—a)" (4.123)
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En este caso, se toma a = Ty, lo que implica que la serie se expande alrededor de este valor. Para
ello, se calculan las primeras derivadas f () (a), v, si es necesario, se evaliia un término n-ésimo de
la siguiente forma:

R(T) = T~ T0) _—
, d w11
R (T) = d—Te =T, =,
1 d? o(T—Tp) 2
R (T):We T:Toza ’

Reemplazando estos términos en 4.123, se obtiene:

R(T):1+a(T—To)+%2(T—T0)2+-~- (4.124)

Este modelo, en particular, ha demostrado ser ttil inicamente cuando la relacion entre la temperatura
y la resistencia eléctrica es aproximadamente lineal. Por lo tanto, solo se consideran los dos primeros
términos. Tomando el resultado de 4.124 y sustituyéndolo en 4.122, se obtiene:

R(T)=Ry(1+a(T —Tp)) (4.125)
En la tabla 4.3 se presentan algunos valores tipicos para este parametro.

Tabla 4.3 Coeficientes de temperatura para diferentes materiales

Material | Coeficientes de Temperatura o()[27]
Cobre 0,00393
Silicio —0,073

Aluminio 0,0036

4.2.6 Circuitos

La teoria de circuitos permite aplicar los conceptos tratados hasta ahora. El objetivo es demostrar
la necesidad de recorrer este camino para llegar a la aplicaciéon, de manera similar al proceso
que transcurre desde la teoria cientifica hasta la innovacion ingenieril. En este punto, se pone de
manifiesto la relacién entre la ciencia y la tecnologia, y los conceptos fisicos dejan de ser un capricho
académico para convertirse en herramientas fundamentales en la solucién de problemas.

A nivel historico, la teoria de circuitos moderna fue desarrollada por varios cientificos, entre ellos,
Hans Christian Orsted en 1829. Fue quien observé cémo la aguja de una brujula se desviaba
al aproximarse a un alambre por el cual fluia una corriente eléctrica. De igual manera, el fisico
aleman Gustav Kirchhoff descubrié en 1840 que las leyes de conservacion de la energia también son
aplicables en los circuitos eléctricos [28]. Precisamente, este tiltimo punto sera el foco de atencién
en esta seccion, ya que, mediante la aplicacion de la conservacion de la carga (ley de corrientes) y
la conservacién del trabajo y la energia (ley de voltajes), es posible analizar una amplia variedad
de configuraciones circuitales.
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4.2.6.1 Circuitos resistivos, capacitivos e inductivos
Una de las caracteristicas principales de los circuitos eléctricos es su topologia, ya que el analisis
de los mismos se simplifica dependiendo de su configuraciéon. Los tipos de circuitos mas comunes
son: serie, paralelo, delta y estrella. Dado que este texto es introductorio, no se profundizard en
redes complejas; en su lugar, se hara énfasis en las dos primeras topologias. Teniendo en cuenta lo
anterior, se procedera a mostrar como se simplifican este tipo de mallas.

Antes de continuar con el andlisis de circuitos, es importante destacar un elemento clave a la
hora de trabajar con circuitos eléctricos: el codigo de colores de los resistores. Como se observa
en la Tabla 4.4, este c6digo permite identificar el valor de un resistor sin necesidad de recurrir a
instrumentos de medida, como el multimetro u éhmetro.

Tabla 4.4 Codigo de colores de las resistencias con tolerancias

Color | Significado | Multiplicador | Tolerancia
1 10! +1%
2 10? +2%
Naranja 3 10° +3%
Amarillo 4 10 +4%
 Verde | 5 10° +0,5%
Azul | 6 10 +0,25 %
Violeta 7 107 +0,1%
Negro ‘ 0 100
Gris 8 108 +0,05%
Blanco 9 10°
Dorado 10" +5%
Plateado 1072 ~10%

A modo de ejemplo, se empleara la figura 4.21, donde se pueden observar cuatro colores. Tres de
ellos estan relativamente cercanos entre si, mientras que el cuarto se encuentra méas alejado. Los
primeros tres determinan el valor de la resistencia, mientras que el ultimo representa la tolerancia,
es decir, el rango de valores en el que puede fluctuar la resistencia. En este caso, la secuencia de
colores es verde, café y café. Segtin la tabla, sus valores correspondientes son 5 y 1, respectivamente.
Por lo tanto, el valor de este resistor seria: 5 (verde), 1 (café). El tercer color, también café,
representa el multiplicador, en este caso 10'. Es importante destacar que el exponente corresponde
al codigo del color mencionado. Con base en lo anterior, el valor de este resistor seria 510 Q; o
también se puede expresar como 51 x 10! =510Q. En cuanto a la tolerancia, el dltimo color es
dorado, lo que indica un 5%, es decir, el valor de esta resistencia es 510 £25,5Q.

Leyes de Kirchhoff (voltajes y corrientes)
Para abordar problemas relacionados con circuitos eléctricos, es fundamental identificar el tipo de

topologia involucrada, como se mencion6 previamente. En la figura 4.24, se ilustran los dos tipos
mas comunes: serie (figura 4.24a) y paralelo (figura 4.24b). Estos conceptos son esenciales para
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establecer dos leyes clave que seran fundamentales en la resolucién de problemas de este tipo. La
primera de ellas es la ley de corrientes, que se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 4.2.1 La suma algebraica de todas las corrientes que entran a un nodo es igual a la
sumatoria de todas las que salen.

En la figura 4.22 se representa graficamente lo que significa un nodo, en este caso un punto del
circuito donde confluyen mas de dos corrientes, el cual sirve como referencia para analizar lo que
ocurre con cada corriente de manera independiente, permitiendo calcular eventos especificos dentro
de la arquitectura del circuito.

Figura 4.22 Definiciéon de nodo

Expresado en forma de ecuacion, este teorema toma la siguiente forma:
Ir=Y 1, (4.126)
n

Otro teorema importante por abordar es la ley de voltajes de Kirchhoff, la cual, como se ha
mencionado anteriormente, constituye una forma alternativa de enunciar la primera ley de la
termodinamica. En esencia, esta ley establece que, en un sistema aislado, como lo es un circuito,
la energia eléctrica potencial del sistema se conserva. Esta idea puede expresarse de la siguiente
manera:

Teorema 4.2.2 La suma algebraica de los voltajes en una malla cerrada es igual a cero.
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Vi+Vo-V =0

Figura 4.23 Ejemplo ley de voltajes

En la figura 4.23 se muestra un caso particular de lo que se ha planteado. En términos generales,
esto se puede escribir de la siguiente manera:

Vr =Y Vu=0 (4.127)
n

Sin embargo, la ecuacién 4.127 puede descomponerse en virtud de la ley de Ohm 4.118:

Vi —(Vi+Va+---+Vy) =IRr =Y LR =0 (4.128)

Para el caso particular de la figura 4.23, la ley de voltajes se expresa de la siguiente manera:

V=Vi+V,=i(t)R1 +i(1)Ry = i(t) (R +R2) (4.129)

Con base en lo anterior, es posible encontrar relaciones que permitan simplificar de forma general
ciertos arreglos circuitales. En concreto, se desarrollaran expresiones para la simplificacion de
circuitos en serie y en paralelo, tal como se muestra en la figura 4.24.

Aplicando la ley de Ohm, es posible encontrar una relaciéon que permita determinar una resistencia
equivalente para los circuitos resistivos en serie y en paralelo. Teniendo en cuenta la figura 4.24a y
suponiendo que la misma corriente (I) pasa por cada una de las resistencias, la ley de voltajes se
podria escribir de la siguiente forma:

Vag=I(R\+Ro+...+Ry) (4.130)

Suponiendo que se puede encontrar una resistencia equivalente que abarque todas las demés
resistencias dentro del circuito, esto es, Vap = IR,,, entonces se tiene:
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a) Configuraciéon de circuito en serie.

o Conte B @ ff

(b) Circuito en paralelo.

Figura 4.24 Topologias mas comunes en teoria de circuitos: Serie y paralelo

IR.q=I(Ri +Ry+---+Ry) (4.131)

Reg=Y Ry=Ri+Ry+--+R, (4.132)
n

Un proceso similar se puede aplicar en el caso de circuitos en paralelo. Para ello, se utilizara la ley
de corrientes en el circuito mostrado en la figura 4.24b. Se asumird que la corriente de entrada es
igual a la suma de las corrientes que atraviesan las resistencias eléctricas, lo que permitira aplicar
la ley de Ohm.

Ir=L+L+--+1, (4.133)
Por lo tanto, se obtiene:
Vap Vi Vs v,

=— 4=+t 4.134
Req Rl R2 Rn ( )

Si se considera que el voltaje entre A y B es igual a los voltajes individuales sobre cada una de las
resistencias, por la definiciéon de circuitos en paralelo, entonces:

Vap 1 1
=Y | gttt R 4135
Req R2 Rn ( )
Por lo tanto, la resistencia equivalente para circuitos en paralelo esta dada por:
1 1 1 1
= — 4.136
Req R, R, Ry ( )

A @
- o—f—i- s -e- L oL L.
s o—TI—T T

a) Configuracién de condensadores en serie. L
(&) & (b) Circuito de capacitores en paralelo.

Figura 4.25 Topologias mas comunes en teoria de circuitos: Serie y paralelo
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Expresiones similares para la simplificacion de circuitos capacitivos y resistivos pueden deducirse
siguiendo la misma légica. Por ej emplo en el caso de los condensadores (4.25), se tiene una ecuaciéon
equivalente a la ley de Ohm, V = C? ademéas de que Q = fO T)dt. Por lo tanto, es claro que para
un arreglo en serie y paralelo, siguiendo el mismo esquema que para el circuito resistivo, se tiene

que:
qw B g / W l:il cl, (4.137)

Esto altimo en el caso representado en la figura 4.25a, de acuerdo con lo anterior:

‘ -

Vap =

IIM=

0

1

Ceq

1
G

D=

(4.138)
1

~.

Esta expresion permite simplificar circuitos capacitivos en serie. De manera andloga, se puede
encontrar una ecuacion para el caso en el que los condensadores estan conectados en paralelo.

_ Jyi(n)dT ):nf()’in(r)dr

Vap Vas

g = (4.139)

Lo anterior debido a la aplicaciéon de la ley de corrientes. Asimismo, por definicion, Vyp = V| =
Vo =---=V,, por lo cual:

foir(n)dr  [yir(v)dt Join(z)d7
Coyg = e — 4.140
eq 7 + Vs et v, ( )
Sabiendo que, en general, C, = Jo i"é:) T, se tiene que:
n
Coq=Ci1+Cr+-+C=) G (4.141)
i=1

La capacitancia equivalente en circuitos capacitivos conectados en paralelo se obtiene sumando
directamente los valores individuales de capacitancia. En contraste, en circuitos conectados en serie,
la capacitancia total se calcula sumando los inversos de los valores individuales de capacitancia y
luego tomando el inverso del resultado.

Cuando se trata de sistemas con inductancias, la situacion es muy similar al caso de circuitos

resistivos, dado que la ley de transporte que gobierna esta relacion guarda similitud con la ley de
Ohm. Esto es:

0(i)=Li (4.142)
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En la teoria de circuitos, el flujo magnético, representado como ¢ (i), denota la cantidad de lineas
de campo magnético por unidad de area. Es analogo al potencial eléctrico y es producido por la
presencia de un campo magnético generado por una corriente eléctrica (i) que circula a través de
un conductor. Su unidad en el Sistema Internacional (SI) es el Weber (Wb), que equivale a voltios
por segundo (V -s).

Por otro lado, la inductancia (L) es una medida de la resistencia al cambio de corriente en un
circuito. Su unidad en el SI es el Henry (H) y se puede interpretar como la cantidad de trabajo
eléctrico necesario por amperio al cuadrado para alterar el flujo normal de corriente eléctrica.

Como se menciond anteriormente, debido a su similitud con la relacién dominante en los circuitos
resistivos, queda claro que la simplificacion de circuitos inductivos obedece la misma légica. Por lo
tanto, para circuitos en serie y paralelo, como se muestran en la figura 4.26, se tienen las siguientes
relaciones.

A @ ff

» @—YYYY_ YL ( (YN _ge L L L,

(a) Configuracién de inductores en serie.

-0 (

(b) Circuito de inductores en paralelo.

Figura 4.26 Topologias mas comunes en teoria de circuitos: Serie y paralelo
En serie:

Lyy=Li+Ly+..+L, (4.143)

Por su parte, en paralelo.

1
— =ttt — (4.144)

4.2.6.2 Circuitos DC resistivos

Para el andlisis de circuitos en corriente continua (DC), se aplicaran directamente las leyes de
corriente y voltaje de Kirchhoff a una malla representada en la Figura 4.27. Esto tiene como
objetivo simplificar el proceso de analisis del circuito. Ademas, se utilizard un cédigo en Python
que permitira calcular las corrientes mediante la inversion de la matriz de coeficientes obtenida a
partir de las ecuaciones correspondientes a dicha malla.
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Figura 4.27 Circuito eléctrico resistivo en régimen DC

Lo primero es determinar la ley de corrientes en cada uno de los nodos de la malla 4.27. Para el

nodo A:
L=Lb+1h (4.145)

La corriente que entra en este caso es igual a I} y debe ser exactamente igual a la suma de las
corrientes salientes. Replicando esto para los otros dos nodos B y C, se tiene que:

Nodo B:

L=I5s+1 (4.146)
Nodo C:

I+ =1 (4.147)

Como se puede observar, un nodo es el punto en la malla donde se encuentran mas de dos
corrientes entrantes o salientes. A partir de este primer anélisis, es evidente que al tener 6 corrientes
(incognitas), se necesitan al menos 6 ecuaciones para que el sistema sea consistente. Por lo tanto, es
necesario encontrar otras tres expresiones para resolver esta situacién. En este sentido, se utilizara
la ley de voltajes, que establece que la suma algebraica de los voltajes (V = IR) en una malla
cerrada es igual a 0.

Aplicando la ley de voltajes, sobre las mallas etiquetadas como I, II y III:

Malla I:

3,3kl; + 1001, 4+ 33014 — 5V =0 (4.148)
Malla II:

20073 + 100k13 — 1kIs — 100, = 0 (4.149)
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Es importante destacar que el signo . la ecuacion se debe al hecho de que se opone al sentido
de la corriente establecido. En este caso, se considera el sentido horario como convencion, pero
es importante tener en cuenta que se obtendria el mismo resultado si se tomara el sentido de la
corriente como anti horario.

Malla III:

1kIs + 61kl + 101 — 3301 = 0 (4.150)

Reorganizando el sistema de ecuaciones, se tiene finalmente que:

L—-bh—L=0 (4.151)
L—1Is—I3=0 (4.152)
Is+5—1I=0 (4.153)
3,3kl; + 1001, + 3301, = 5 (4.154)
100,215 — 1kIs — 100, = 0 (4.155)
1kIs + 61,01kIg — 33014 = 0 (4.156)

Para resolver este sistema de ecuaciones de 6x6, se pueden utilizar diversos recursos matematicos.
Sin embargo, en este caso se emplearan herramientas computacionales, especificamente la libreria
NumPy, para resolverlo. A continuacién se muestra el codigo utilizado:

1 import numpy as np
3 # Definir la matriz de coeficientes del sistema
+ A =nunp.array ([[1, -1, =1, 0, 0, 0],
[0, 1, 0, -1, -1, 0],
[O, O, 0, 1, —1],
7 [3300, 100 0, 330, 0, 0],
[0, —100 100.2e3, 200, —1000, O],
[0, —330, 1000, 61000]])
11 # Definir el vector de constantes
12 B =np.array ([0, 0, 0, 5, 0, 0])
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14 # Resolver el sistema de ecuaciones
15 X = np.linalg.solve (A, B)

16

17 # Imprimir las soluciones

1s for i, sol in enumerate(X):

19 print (f"I _{i+1} = {sol}")

Cédigo 4.5 Codigo para calcular las corrientes en la malla 4.27.

El resultado obtenido es el siguiente: I} = 0,00134 A, I, = 0,00134 A, 3 = —1,23999 x 107° A,
I4 = 0,00134 A, Is = 8,32029 x 107% A, Iy = 7,0803 x 10~° A. Para obtener estos valores, en el
algoritmo se utilizo el método de la matriz inversa, es decir, se resolvié el sistema lineal mediante
la siguiente ecuacion:

I=R"'v (4.157)

Se procedid a invertir la matriz de coeficientes, multiplicando los valores de resistencia por el vector
columna compuesto por el lado derecho de las ecuaciones presentadas previamente. En el algoritmo,
cada posicién del arreglo corresponde a una corriente, es decir, [I1,1,13,14,15,Ig]. Asi, en la primera
fila del arreglo de NumPy, correspondiente a la ecuacion 4.151, los coeficientes son [1,—1,—1,0,0,0].

Como se puede verificar, al sustituir estos valores obtenidos en la primera ecuacion 4.151, el
resultado es aproximadamente cero (= —2,7105 x 10~2).

4.2.6.3 Circuitos RLC en régimen DC

La combinacion de resistores, capacitores e inductores en régimen DC es un tema central en la
teoria de circuitos, debido a sus aplicaciones en osciladores, filtrado de senales y almacenamiento de
energia eléctrica. Para comprender estos circuitos, es necesario recurrir a las ecuaciones diferenciales,
para las cuales existen diversos métodos y estrategias. En este caso, se utilizara la transformada
de Laplace para realizar el andlisis de estos circuitos [29]. La ventaja de este método radica en
la posibilidad de tratar las ecuaciones diferenciales como ecuaciones algebraicas, al cambiar de
dominio. En este libro, se abordara el nivel de profundidad necesario para resolver las ecuaciones
integro-diferenciales que surgen en estos sistemas.

Para comenzar, se definird la transformada de Laplace, la cual es una transformacion integral de
la forma:

b
L) = F(s) = lim /O Flr)e s (4.158)

b—oo

Lo anterior solo es valido en el caso en que f(r) sea integrable en el intervalo [0,00) y ademéds sea
una funcién de tipo exponencial (existencia de la transformada), es decir,

£(1)] < AP (4.159)

Otra particularidad es que la variable s permite cambiar del dominio del tiempo (¢) al dominio
de la frecuencia (@), ya que s = ¢ + i@, donde i representa la unidad imaginaria y o es la parte
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real de s. El siguiente ejemplo ilustrard la aplicacion de esta poderosa herramienta, para lo cual se
evaluard la transformada de la funcién exponencial f(r) = e*.

Aplicando la definicién de la transformada de Laplace de la ecuacién 4.158, se obtiene lo siguiente
para la funcién exponencial:

b
x{ew} = lim | e¥edr (4.160)
b—eo J(
b
= lim [ % %)gr (4.161)
b—eo |
Integrando 4.161.
—es=a) p 1 1
— lfim ¢ - 711 — (4.162)
b= S§—0O 10 S— Qb  elsm)b
De 4.162 queda claro que cuando b — o entonces ﬁ — 0, por tanto.
ot 1
g{e } - (4.163)
s—a

Un procedimiento similar se puede efectuar para todas las funciones que cumplan con la condicién
4.159, tal como se retrata en la tabla 4.5.
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Tabla 4.5 Principales propiedades de la transformada de Laplace

Propiedad

Transformada de Laplace

Linealidad

L{af(t) +bg(t)} = aZ{f(1)} +bZL{g(1)}

Desplazamiento en el Tiempo

Lt —1)} = e TF(s)

Desplazamiento en la Frecuencia

L{e"f(t)} =F(s—a)

Escalamiento en el Dominio del Tiempo

Z{f(ar)} =1F (%)

Primera Derivada

L{f'(t)} = sF(s) = f(0)

n-ésima Derivada

L0} =5"F(s) 5" £(0) =" 2f(0) — ...~ f"D(0)

Integracion

g{ IX f(u)du} =1F(s)

Teorema del Valor Inicial

Teorema del Valor Final

limy 0 f(2) = limg_,0 SF (s)

Convolucién L{f(t)xg(t)} =F(s)-G(s)
Constante Lk} = k
s
I
Exponencial L{e"} = ——
s—a
a
S L{sin(at)} = 5——
eno {sin(at)} 2 4532
C <z N}=—-5——>
0seno {cos(at)} 2 +a‘12
Funcién Hiperbdlica senh ZL{senh(at)} = 5—
s>—a
Funcién Hiperbdlica cosh Z{cosh(at)} = — > 5
s2—a
.y o n!
Funcién Polinémica ¢" 2{t"} = T
I
Funcién Escalonada u(r) L{ut)} =-
s
—das
Funcién Escalonada Retardada u(r — a) L{ut—a)} = ¢
s
Funcion Delta de Dirac 8(r) Z{6()} =1

Cabe resaltar que una propiedad importante es la existencia de la transformada inversa de Laplace,
la cual puede emplearse para regresar al dominio del tiempo. Esta resulta especialmente 1util al
resolver ecuaciones diferenciales lineales, que es el uso principal previsto en esta seccion, y cuya
definicién es la siguiente:

.zfl{F(s)} — (1) (4.164)
Por ejemplo,
zl{sia} e (4.165)

Con lo anterior, es posible resolver un circuito RLC simple. Mas adelante, se emplearan el primer y
segundo teorema de traslacion para incluir el efecto de un interruptor. Es decir, el voltaje comenzara
a aplicarse a partir de un cierto tiempo #o y el circuito se abrird en un tiempo t. Para ello, se
trabajara con el circuito de la figura 4.28.
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Figura 4.28 Circuito R-L-C en serie

Aplicando ley de voltajes sobre la malla, se tiene lo siguiente.

di(t) 1 [, ,
LT + E/l(t)dt +Ri(t) =5 (4.166)
Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de 4.166 y aplicando la propiedad de linealidad
presentada en la tabla se tiene que.

L.Z{d;—(;)} + éf{ /i(t)dt} +R.${i(t)} - 53{1} (4.167)

De izquierda a derecha se aplicaran las siguientes propiedades, primera derivada, derivacion, definicion
y funciéon polinémica.

1 5
L[sI(s)—1(0)] + ﬁ +RI(s)=— (4.168)
Cs S
Teniendo en cuenta que en el instante + = 0 no hay corriente, entonces, I(0) = 0, por lo tanto,

reorganizando la expresién y resolviendo para I(s) se tiene.

LCs®> +RCs+17 5
1(s) [ - == (4.169)

5C

I —
() = L6 T RCs 11

(4.170)

El siguiente paso consiste en descomponer la expresion 4.170 mediante fracciones parciales, con
el fin de aplicar el criterio de linealidad, pero esta vez a la transformada inversa de Laplace. El
objetivo es analizar lo que ocurre en el dominio del tiempo.

En este sentido, la primera acciéon que debemos realizar con respecto a 4.170 es factorizar el
denominador. Para ello, utilizaremos la solucién general de la ecuacion cuadratica, lo que nos
proporciona las siguientes raices R;.
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—RC+\/(RC)2—4LC
Ris= 2(LC) (4.171)

Haciendo a y=R; y { = Ry, donde R;, R son las raices positiva y negativa respectivamente. Por
lo anterior, la ecuacién 4.170 se puede expresar como sigue:

5C A B

I(s) = = + 4.172
R O T R A (4.172)
De lo anterior se obtiene el siguiente sistema lineal.
—A{ —yB=5C (4.173)
A+B=0 (4.174)
Resolviendo para B:
5C
B=_— 4.175
Ty (4.175)
Reemplazando nuevamente { y ¥ en términos de los parametros R, L, C.
5LC?
B=— (4.176)
(RC)? —4LC
5LC?
A= (4.177)
(RC)? —4LC
En otras palabras.
5LC? 1 1
Is) = (RC)2—4LC[ _RCH++/(RC)?_4LC\\ —RC—+/(RC)2—4LC (4.178)
(s—( 21C ) (s—( pire )

Aplicando la transformada inversa de Laplace a ambos lados de 4.178 y haciendo uso de la
propiedad de linealidad de esta.

. 5LC? _ 1 - !
2700 = gl N ey ) ey
2LC 2LC

(4.179)
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Revisando la tabla de transformadas es evidente que se trata de la funciéon exponencial, esto es.

5LC? —RC++/ (RC)2—4LC —RC—~/(RC)2-4LC
i(t) = [e e e e ! (4.180)
(RC )2 —4LC

Este resultado puede ajustarse dependiendo de varios factores, todos ellos destacados en la ecuacién
4.180. Por ejemplo, si se requiere un valor diferente de voltaje, lo tinico necesario es modificar el
valor senialado por el de interés. Sin embargo, el verdadero interés radica en la expresiéon que
aparece en el discriminante del radical, la cual nos permite inferir el comportamiento del circuito
de acuerdo con tres posibilidades:

= Sobre amortiguado

(RC)? —4LC >0 (4.181)
= Criticamente amortiguado
(RC)> —4LC =0 (4.182)

= Subamortiguado

(RC)> —4LC <0 (4.183)
Este tipo de analisis resulta mas sencillo si se recurre a una versién simplificada de la expresién
4.180, mediante la manipulacion de los exponenciales y considerando que sinh(x) = ex—ze ~ entonces:

10LC2e 31t RC)Z—4LC
i(t) = ¢ senh( (RC)

eIt 1) (4.184)

Continuando con este desarrollo, se procede a definir la funcién escaléon unitario. Esta permite
simular el comportamiento de un interruptor, ya que activa la funcién de potencial eléctrico a un
tiempo dado, fg.

0, 0<r<t
u(t—to):{’ = o0 (4.185)

Este comportamiento se puede apreciar mejor, en la siguiente figura 4.29.
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Funcién Escaldn Unitario

1.0 | — U(t-2.5)
-—- a=25

0.8

0.6
b o
5

0.4

0.2

0.0 A

T . T
=2 0 bl 4 6 8

Figura 4.29 Funcién escalén unitario evaluado en un tiempo a = 2.5 s

Claramente, se observa que la funcién se activa exactamente a los 2.5 segundos, lo que permite
crear matematicamente una alternativa a un interruptor eléctrico. Por ejemplo, si se desea aplicar
un voltaje de 12 V al circuito a partir de los 2 segundos, simplemente se multiplica dicho valor por
la funcién escalén unitario, es decir, 12U (r —2). A continuacién, se muestra un ejemplo de cémo
se aplica la transformada de Laplace a este tipo de funciones.

Suponga que se desea modelar un circuito con una funcién de potencial eléctrico como se muestra
en la figura 4.30.

f(t) = 5 - 5u(t-2) + (-5(t-2)+5)u(t-2) - (-5(t-2)+5)u(t-3)

5

=2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.30 Funcién de potencial eléctrico que simula la activacion de un interruptor a los 3 s

Para ello, es necesario aplicar la transformada de Laplace sobre la funcion f (¢) de la figura. Para esto, se
empleara la propiedad de desplazamiento en el tiempo, también conocida como el teorema de traslacion de la
tabla 4.5. Esta propiedad se puede reescribir de la siguiente manera, con el fin de hacer uso del concepto de
escalon unitario.
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L{g(t)ult —10)} = L glt +10)) (4.186)

Este procedimiento también es valido cuando se desea escribir funciones definidas por partes de
manera compacta. En este caso, la funcion en cuestion se puede expresar de la siguiente forma:

V(t)=5—5u(t=2)+ (=50 —2)+5)u(t—2)— (=50 —2)+5)u(t —3) (4.187)
Simplificando,
V(t) =54 10u(t —2) — Stu(t —2) + Stu(t — 3) — 15u(t — 3) (4.188)

Aplicando transformada de Laplace a ambos lados,
L{V(t)} =ZL{5} +ZL{10u(t —2)} — L{5tu(t —2)} + L{5tu(t —3)} — L{15u(t — 3)} (4.189)
Haciendo uso de la propiedad 4.186 se obtiene el cambio de dominio.

5 10e 5% 573 1573
Vis)— > _ _ 4.190
(S) ) + R) S2 + 82 S ( )

Cabe destacar el uso de la transformada de Laplace de una funcién polinémica en el tercer y cuarto
término de la ecuaciéon 4.189. Esta tultima expresion puede interpretarse como la respuesta en el
dominio de la frecuencia de un sistema de apagado temporizado, que abre el circuito después de 2
segundos. Lo anterior, combinado con un circuito R-L-C, generara una respuesta muy particular
dependiendo de los valores, como se ilustré anteriormente.

Ejemplo

Se busca determinar la respuesta en el tiempo de un circuito RL que comienza a actuar después de
5 segundos. Supdéngase ademas que el inductor tenfa almacenada una corriente de 1 A justo antes
de que el interruptor se cerrara.
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Figura 4.31 Circuito con un interruptor temporizado
Aplicando ley de voltajes sobre la malla 4.31 se tiene:

i
Ld—; +Ri = 5u(t —5) (4.191)

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados,

di
Z{Ld—;} + L{Ri} = 5.L{u(t —5)} (4.192)
Recordando en este caso que la corriente almacenada por el inductor de 1 A para este caso es
i(0)=1A.
56—55
L[si(s) —i(0)] + Ri(s) = (4.193)
o L L (4.104)
i(s)= .
L s(s+%) Ls+R
Aplicando fracciones parciales al primer miembro del lado derecho de la igualdad,
1 L L
= (4.195)
s(s+7) Rs R(s+7)
Combinando 4.195 y 4.194.
Se> 1L L L
i(s) = —— 4.196
i) =7z R(s+§)]+Ls+R (4.196)
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Aplicando la transformada inversa a ambos lados.

f_l{i(s)}zg—l{sess[L #}}ﬂz—l{ L } (4.197)

L Rs R(s+F) Ls+R

En virtud de la propiedad de linealidad, teorema de traslacion y propiedad de la transformada de
una funcién exponencial, se tiene.

i) = 2u(t—5) — 2o Fu(t—5) 4 e ¥ (4.198)

R R
Este resultado puede interpretarse de la siguiente manera: los primeros dos términos corresponden
al comportamiento del circuito una vez que se activa el interruptor. El inductor se carga y, una vez
que se satura, comienza a descargarse siguiendo la ya conocida ley de decaimiento exponencial. El
ultimo término representa la descarga del inductor antes de la activacion de la fuente de voltaje.
Como era de esperarse, mientras la fuente estaba desconectada, el inductor actia como una fuente

de corriente, como se muestra en la figura 4.32.

i(t) = ult — 5) — e Hu(t—5) + e~

1.0
R=10Q
0.8 - L=10H

0.6 1

it

0.4

0.2 1

0.0

Figura 4.32 Respuesta en el tiempo del circuito del ejemplo

1 import numpy as np
> import matplotlib.pyplot as plt
3

4 def unit(t, a):

5 return np.where(t >=a, 1, 0)

o def custom function (t):

10 R = 10.0
11 L =10.0
12 return 5/Rxunit (t,5)—5/R+np.exp(—R/L*t)*unit (t,5)4np.exp(—R/L * t)
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5 t_values = np.linspace (0,10, 1000)

# Evalua la Funcion
y_values = custom_ function (t_values)

plt.plot (t_values, y_values)
plt.xlabel (7t ")
plt.ylabel(7i(t) ")

1 # Agrega valores de R y L dentro de la grafica
5 plt.text (0.5, 0.9, r"$R = 10 \Omega$".format (10), fontsize=12)
; plt.text (0.5, 0.8, r"$L = 10 H$".format (10), fontsize=12)

plt.grid (True)

plt.title (r’i=$\frac{5}{R}u(t—5)—\frac{5}{R}e " {—\frac{R}{L}t}u(t—5)$%$" \
r’$+e {—\frac{R}{L}t}$")

plt .show ()

Cédigo 4.6 Ejemplo de interruptor temporizado 4.32

4.2.6.4 Circuitos RLC en régimen AC
En esta secciéon, se procedera de manera similar a la anterior, con una salvedad: en este caso, se
supondra que la fuente de voltaje que alimenta el circuito depende del tiempo. Especificamente, y
por convencion, se tomard V = Asin(wr), donde A es la amplitud de la senal de voltaje y @ es la
frecuencia angular de esta, con @ =27xf.

El anédlisis de este tipo de circuitos en régimen de corriente alterna (AC) suele desarrollarse
empleando el concepto de fasor, ya que es posible tratar los elementos capacitivos e inductivos como
resistencias mediante la introduccion de la impedancia eléctrica, la cual generaliza el concepto de

resistencia. A continuacion, se presenta la definicion de impedancia.

La impedancia eléctrica (Z) es una magnitud compleja que describe la oposicion al flujo de corriente
en un circuito de corriente alterna (AC). Se define como:

Z=R+iX (4.199)
donde:
- R es la parte real de la impedancia, que representa la resistencia del circuito.

- X es la parte imaginaria de la impedancia, que depende de los elementos reactivos del circuito,
como inductores (L) y capacitores (C).

Para componentes pasivos en un circuito de corriente alterna, las expresiones para X son las
siguientes:
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Para un inductor:
X, —iowL (4.200)
Para un capacitor:

—i

——— 4.201
oC (4.201)

Xc
La impedancia eléctrica se utiliza en el andlisis de circuitos de corriente alterna para relacionar los
voltajes y las corrientes complejas, permitiendo el uso de herramientas mateméaticas como fasores
y niimeros complejos para simplificar los cdlculos. Es una magnitud fundamental para comprender
el comportamiento de los circuitos en el dominio de la frecuencia y para el diseno de filtros, redes
y sistemas electronicos en general.

Dicho lo anterior, en este momento se centrara la atencién en resolver un circuito RLC utilizando
la transformada de Laplace en combinacién con Python. Para llevar a cabo este proceso, se
considerara el circuito que se muestra en la figura 4.28. La fuente de voltaje esta definida como
V = 120sen(1207xt), mientras que los valores de resistencia, capacitancia e inductancia son 100,
I uF y ImH, respectivamente.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoft:

di 1
Ld—; + c / i(t)dt + Ri = Vysen(wt) (4.202)

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados,

I(s) 0]

Organizando la expresion 4.203 y resolviendo para I(s).
VowCs
I(s) = 4.204
(s) (s24+ @?)(s—Ry)(s — R>) ( )
Donde Ry, R, son:
—RC++/(RC)?>—4LC
R= (RC) (4.205)

2LC

La ecuacién 4.204 puede reescribirse de la siguiente forma haciendo uso de fracciones parciales.

_As—i—B+ D n E
24?2 s—R, s—R2

i(s) (4.206)

Donde A, B, D, E, son constantes por hallar. Como se menciono anteriormente, se va a utilizar
Python para este fin haciendo uso del codigo presentado a continuacion.
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import sympy as sp
import numpy as np
import cmath

- w [V -

def solve_ quadratic_eq(L, C, R):

6 # Determina el discriminante

7 discriminant = cmath.sqrt ((R *x 2) — (4 %= L % C))
8

9 # Calcula las raices

10 rootl = (=R + discriminant) / (2 % L)

11 root2 = (—R — discriminant) / (2 % L)

12

13 return rootl, root2

6 L = 1.0e—3 #Inductancia
17 C = 1.0e—6 #Capacitancia
1s R = 200.0 # Resistencia
19 rootl, root2 = solve quadratic_eq(L, C, R)
20 print ("Root 1:", rootl)
21 print ("Root 2:", root2)

23 # Definir simbolos

22 A, B, C, D = sp.symbols(’A B CD’")
25 R1 = rootl

26 R2 root?2

27w = 120 * np.pi

28 V.= 120 # Amplitud Voltaje

29 Co = 1le—6 # Capacitancia

31 # Define the system of equations

32eql = A+ D+ E

33 eq2 = —A * (RI+R2) 4B — D * R2 — E x R1

32 eq3 = A % Rl * R2 — B % (RIHR2) + w**2 «D + w*x2 « E — V % w % Co
355eq4 = B x Rl * R2 — D x w * R2 — E x Rl x w %x 2

36 # Solucionar el sistema de E.L

37 solution = sp.solve((eql, eq2, eq3, eqd4), (A, B, C, D))

3s # Tome como cero cualquier solucion < 1x107—12

30 print ("Solution:")

10 print (solution)

Cédigo 4.7 Soluciéon del sistema lineal de ecuaciones de forma simbdlica

Para este caso el sistema lineal de ecuaciones introducido al cédigo en Python fueron las siguientes:

A+D+E=0 (4.207)
—~A[Ry +R2] +B—DRy, —ER =0 (4.208)
AR{Ry — B[R| + Ro] + @°D + 0’E = VyC (4.209)
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BRRy —D®’Ry —ER 0> =0 (4.210)

La constante C hace referencia a la capacitancia no a una constante de las fracciones parciales.

Haciendo uso del algoritmo se determinan las dos raices y el valor de cada una de las constantes
del sistema planteado, en este caso.

Ri=-5x10"° Ry=-200x103, A= —1,13x 10712, B=226x10"7, D= —3x 10718, E =
1,13 x 10~ !2. Por lo anterior, la expresién 4.206 se puede escribir asi:

—1,13x 10725  226x1077 1,13x 10712
I(s) = 21 o2 21 o2
s+ 5°+ o s—Ry
En esta ecuacion se suprimié el valor de D, debido a su factor de escala, el cual estd por debajo

de 1072, Para fines précticos, esta es una cantidad extremadamente compleja de medir y cuyo
aporte general al comportamiento de la corriente en el tiempo es despreciable.

(4.211)

Por lo tanto, al aplicar la transformada inversa de Laplace, el resultado es el siguiente:

-1 _ —12 cp—1 o
L HI(s) = —1,13x 1072 {—S2+w2}

2.26x 1077 1
$ 220 o f O N a0z { )
W 52+ w? s—Ry

(4.212)

En el segundo término de la derecha de 4.212, se multiplicé y dividié por la frecuencia angular con
el fin de que esté acorde a la propiedad correspondiente a la transformada de la funcién seno.

Aplicando la transformada inversa se obtendria finalmente el comportamiento de la corriente en el
tiempo.

i(t) = —1,13 x 10" 2cos(120mt) + 6 x 10~ Osen(120mr) + 1,13 x 10~ 12¢7200%10% 4 (4.213)

4.3 Campo magnético

El concepto de magnetismo, aunque puede parecer mas intuitivo que el de carga eléctrica debido a
que la mayoria de las personas han interactuado de alguna manera con algtin tipo de iman, no es
el caso desde un punto de vista fisico. La explicacion de cémo funciona dista mucho de cualquier
interpretacion clasica de la fisica. Sin embargo, desde un enfoque descriptivo, es posible abordar
este fenémeno mediante las ecuaciones de Maxwell. En términos generales, el fundamento del
magnetismo estd en el comportamiento de los electrones en los d&tomos. Una propiedad crucial en
este sentido es el momento angular intrinseco, también conocido como espin, que para los electrones
puede tener valores de +1/2 y -1/2. Este espin es responsable de crear el momento magnético, es
decir, genera el efecto de la fuerza magnética y su correspondiente orientacion Norte-Sur.
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Otra propiedad de gran importancia es la interaccién de intercambio, la cual desempefia un papel
fundamental en la generacién del intrigante y poderoso ferromagnetismo. En este fenémeno, los
espines de los electrones se alinean debido a la influencia del principio de exclusién de Pauli, lo
que refuerza el alineamiento magnético a nivel global y produce el efecto que resulta tan evidente.
Es precisamente esta forma de alineacion la que permite explicar los diversos tipos de magnetismo,
como el paramagnetismo, el diamagnetismo y el mencionado ferromagnetismo.

El paramagnetismo guarda cierta similitud con el ferromagnetismo, aunque su intensidad
es considerablemente mas débil. Esto se debe a la presencia de electrones con espines no emparejados
en el ultimo nivel de energia. Esta particularidad provoca una atraccién leve hacia un campo
magnético externo. Por otro lado, el diamagnetismo es un efecto mucho méas comun y surge como
resultado de la interaccién entre un campo magnético externo y electrones con espines apareados. En
este caso, esta interaccion genera una corriente eléctrica que se opone al campo magnético aplicado,
lo que a su vez da lugar a la aparicion de un campo magnético repulsivo. En otras palabras, los
materiales diamagnéticos resisten la influencia de un campo magnético externo que actiia sobre ellos
[30].

Un parametro fundamental en el estudio del magnetismo es la permeabilidad magnética, la cual
describe la capacidad de un material para responder a un campo magnético externo. Esta propiedad
cuantifica la densidad de dipolos magnéticos, ya sean permanentes o inducidos temporalmente,
que se generan dentro del material cuando se encuentra bajo la influencia de dicho campo. La
permeabilidad magnética también puede definirse en términos del campo magnético H , medido
en amperios por metro (A/m), y del vector de induccién magnética B, que representa el flujo
magnético en teslas (T) o weber por metro cuadrado (Wb/ms), entendido este tltimo como la
cantidad de lineas de campo por unidad de area. Por lo anterior:

B=uH (4.214)

Es de destacar que una de las constantes universales en fisica es precisamente la permeabilidad
magnética del vacio, la cual esta definida como

4N
to =471 x 10 71? (4.215)

A continuaciéon se presentan en la tabla 4.6 algunos valores tipicos de la permeabilidad magnética
de diferentes materiales *.

4.3.1 Ley de Biot-Savart

La ley de Biot-Savart, descubierta por Felix Savart y Jean-Baptiste Biot en 1820, establece la
relacién entre la corriente eléctrica que circula a través de un conductor y el campo magnético
inducido por esta. Dicha relaciéon se puede calcular a partir de la definicién de un elemento
diferencial de corriente y el angulo o formado por este y un vector posicién R, dirigido hacia
un observador O, cuya influencia disminuye con el cuadrado de la magnitud del mencionado vector

494H _ 1N
1%_15

S}
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Tabla 4.6 Valores de permeabilidad magnética para varios materiales [2]

Material Permeabilidad Magnética (1)
Aire o vacio Uo =4m x 107" H/m
Hierro (puro) 5x 1073 —1H/m
Acero al silicio 7x 1073 H/m
Ferrita 2x 1073 H/m
Niquel 6x107* -9 x10~*H/m

R. En otras palabras:

Td/lsin(a)

dH =
47R?

(4.216)
Sin embargo, considerando la definicién del producto cruz, es decir, @ x b = ||d||||b|| sin(a)é,, donde

é, es un vector unitario ortogonal tanto a @ como a b, y teniendo en cuenta la definicién de vector
unitario é, = T Se puede obtener la siguiente relacién para la ley de Biot-Savart:

|~

?

. Id{xR
)7 itatad (4.217)
4r|R|]?

En la figura 4.33, se aprecia un sistema simple en el que se puede aplicar este principio. Se trata
de un filamento a través del cual circula una corriente I, generando un campo magnético H a su
alrededor. En dicha figura, el punto negro indica el lugar donde las lineas del campo magnético
salen del plano (fuera de la hoja), mientras que la X senala donde estas entran.

™
‘ = - T T Z
@® Flujo entrante dae

@® Flujo Saliente

Figura 4.33 Campo magnético asociado a un elemento diferencial de corriente eléctrica

Para resolver esta situacion se recurrird a la expresion 4.216 identificando cada uno de los términos
presentes alli. Sin ninguna predileccién en especial, se comenzara por identificar df que es el
diferencial de linea en el eje z, dsea d¢ = dz, ahora el turno es de ||R||, el cual por definicién seria la
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distancia Euclidiana en términos 4 y z esto es ||R|| = v/h2 4 z2. Es de resaltar para aquellos que atin
no se han percatado, que el sistema coordenado elegido es el cilindrico, en relacién con el tipo de
simetria que presenta este sistema, como se mencion6 anteriormente el flujo entra y sale de la hoja
de papel, por lo cual si la corriente se desplaza en la direccion z y el observador se encuentra en la
direccién €5, por definicién, tenemos que la direccion de estas lineas de flujo es el eje €y, siguiendo
la logica de la regla de la mano derecha, con el pulgar apuntando hacia la corriente y los dedos
extendidos hacia el observador siguiendo la trayectoria de (I_é) Ademas, Tenga en cuenta que en
este caso h y p hacen referencia a la misma distancia.

o Isen(at)dz

dH = —————— 4.218
4n(h?+z%) ( )
Pero de la figura se puede inferir que, sen(o) = ﬁ = h+ﬂ2, por lo cual.
_ Thdz
e 4.219
Amt(h? +22)3/2 ( )

Con el fin de resolver esta ecuaciéon, tengamos en cuenta que cuando z =0 el campo magnético
asociado aun es muy tenue, tal que H — 0 es decir no hay acumulacion de efectos magnéticos.
Lo que deja, lo siguiente:

Ihdz - (¢ Indz
dH = —H = —————=7¢, 4.220
/ / 47 h2 +Z 3/2 /O 477:(]12 +Z2)3/2€¢ ( )
Teniendo en cuenta que cot(6) = £, entonces, dz = —pCsc?(6)d6:
71,2 [0%) 2
i = _ﬂ/ Csc7(6)d6 (4.221)
4 Jo, (W2 +h2Cot2(0))3/2

Teniendo en cuenta que Cot?(0) 4 1= Csc?(0) y simplificando 4.221 se tiene lo siguiente.

L I (% CscHB)d0 I [*® I o
H=— / Cse>(0)d0 _ / sen(9)do ’ (4.222)
(04

S - 0
1 hSQS{T(Q) Arth 477:hC0s( ) o

Por lo tanto,

—

= 12h ——(cos(ap) — cos(ou))€y (4.223)

En el caso puntual en el cual o = % y 0 = 0, esto tltimo cuando z — oo por lo cual.

—

4.924
= no ( )

Asi mismo, si los dangulos a;, o tienden a —oo y oo respectivamente, entonces la expresion 4.223
queda de la siguiente forma:

I
H=_—"¢ 4.925
n<o ( )

Este resultado surge del siguiente anélisis, cuando z; — —eo el angulo a; — &, mientras que zp — oo,
entonces ap = 0.
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4.3.1.1 Campo magnético de una espira circular _
De acuerdo a la figura 4.34 se tiene que el vector R es el vector distancia entre el elemento diferencial

de corriente Id/ y el punto de interés P, el cual se puede obtener de la siguiente manera:

R =(0,0,i) — (p,0,0) = —pé, + hé, (4.226)

>

Figura 4.34 Campo magnético asociado a una espira circular

dt 7

Teniendo en cuenta que Idl =1 pd¢éy entonces el producto cruz Idl x R se puede calcular de la
siguiente forma:

(Idl x R)' = g 1dt/R* = [dthpdgé, +1dlp*dé, (4.227)

Por ejemplo, el resultado planteado en 4.227 para la coordenada p surge de aplicar lo siguiente.

(Tdt x B)V = g1931d¢ PR + £13,1d¢ PR = 1diphd ¢ ¢, (4.228)

Lo anterior de notar que la componente 3 del vector Id/ es cero, de alli el resultado mostrado, la
otra componente se puede calcular de la misma manera (verificar).

De lo anterior, se tiene que el campo magnético de una espira circular se puede escribir de la
siguiente forma.

- Ip*d¢

ep €y
thp/z Amt]p? + h2]3/2
El termino asociado a la coordenada p se anula debido a la simetria de este sistema, es decir, cada

componente del campo magnético en una direccion tiene una contraparte, por lo tanto, sus
componentes vectoriales se cancelan.

. 1
dif — —1Phdo

(4.229)
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Integrando a ambos lados, el campo magnético producido es el siguiente.

Tn2 27 TA2
7 A} S S (4.230)
amlp2+ WP J 2[p2+ h2]3/2

4.3.1.2 Campo magnético en un solenoide

Para encontrar el campo magnético debido a un solenoide compuesto por un numero infinito de
espiras se supondra que entre estas hay un numero especifico de diferenciales de distancia en la
direccion de z, es decir, que la densidad de espiras es constante e igual al nimero de estas dividido
entre la longitud total del sistema, esto es, d¢ =ndz donde n =7 , esto tltimo se hace para aproximar
un sistema discreto de espiras a un sistema continuo que pueda ser integrado.

~J| p

DOEEE e 5

Figura 4.35 Campo magnético producido por un solenoide

Partiendo de lo anterior y teniendo en cuenta la expresién encontrada para una espira circular
4.230 se puede determinar que el diferencial de campo magnético en la direccion z, esta dado por:

» Ip2dr
H=—F—-¢ 4.231
d 2(p2+zz)3/zez (4.231)
Haciendo el cambio d¢ = ndz y teniendo en cuenta que tan(@) = %, entonces el campo magnético

se puede representar como sigue:

S Ipn dz
dH =+ /(p2+z2)3/2 (4.232)

Haciendo la sustitucién z = pcot(@) y dz = —pesc?(a)da implica que la expresion 4.232 toma la
siguiente forma.

. —Ipn /0‘2 esc?(o)do
7 — 4.233
2 Jo [p?+pPeor(a)]¥/? (4.233)
Simplificando
I O gp2 _ (05}
g~ ;Wﬁ?da _fn / sen(a)da (4.234)
2 o MM 2 o
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_ T
H= En[cos(az) —cos(oy)]é; (4.235)

Teniendo como referencia el centro de la figura 4.35, en la medida que se incrementa la distancia
tanto a izquierda como a derecha, esto es, z = [—o0; 0| entonces @, o tienden a 7 y 0 respectivamente,
por lo tanto la expresion 4.235 queda de la siguiente forma:

L IN
H=Iné,=|—é, (4.236)

4.3.2 Problemas

1. Calcule el campo eléctrico generado por un disco a una distancia equivalente al doble de su
diametro. Estime la densidad de carga superficial considerando que la fuerza que experimenta
un electron a una distancia de 1 m es de 30 N. Se conoce que la carga del electrén es
1,602 x 1071 C y la permitividad del vacio es 8,85 x 10712 %

2. Un electrén parte desde el reposo y es acelerado por la accién de un anillo cargado. Determine
la densidad de carga lineal del anillo, sabiendo que el electrén colisiona elasticamente con
un protén en reposo, al cual le transfiere una velocidad de 300 m/s. El tiempo transcurrido
desde que el electron comienza su movimiento hasta el momento de la colision es de 10 ns.
Estime la distancia entre el protén y el electron.

3. Se desea disenar un dispositivo capaz de generar un campo magnético de 1 T. Calcule la
corriente necesaria para lograrlo y compare los resultados obtenidos al emplear hierro o
cobalto como material del solenoide. Suponga un niimero de espiras a eleccién, considerando
que el didmetro del alambre utilizado es de 2.5 mm.

4. Estime el campo magnético que se percibiria dentro de una vivienda si una linea de alta
tension pasa frente a ella, desde la acera mas préoxima. Suponga que por dicha linea circula
una corriente de 100 A y que esta puede modelarse como un conductor rectilineo de longitud
infinita. Para sustentar la estimacion, utilice Google Maps (no imagenes) para determinar la
distancia aproximada entre la vivienda y la acera mas cercana.
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5. Ondas

Las ondas pueden clasificarse de acuerdo con su origen. Algunas surgen a partir de fluctuaciones en
el campo electromagnético, generando ondas electromagnéticas; otras se deben a perturbaciones en
sistemas fisicos materiales, dando lugar a ondas mecanicas. En este capitulo, se exploraran ambas
clases desde dos enfoques complementarios.

Primero, se examinaran las ondas mecanicas, iniciando con el andlisis de las ecuaciones fundamentales
asociadas al movimiento armoénico simple. Este estudio incluira el caso de sistemas masa-resorte,
destacando la analogia existente entre ambos.

Posteriormente, se abordara la propagacion de ondas electromagnéticas en el vacio, utilizando las
ecuaciones de Maxwell como punto de partida para derivar la correspondiente ecuacién de onda. El
capitulo concluird con una revision de aplicaciones relevantes de estos fenémenos, haciendo énfasis
en su papel dentro del campo de la éptica.t

5.1 Ondas mecanicas y movimiento armoénico simple

En esta seccion se abordara el problema del movimiento armoénico simple (MAS) partiendo del
esquema de la figura 5.1, para posteriormente definir una serie de pardmetros fundamentales en el
estudio de las ondas de manera general.

!La imagen de Thomas Young fue tomada sin modificaciones de: http://rstb.royalsocietypublishing.org/
content/370/1666/20140308 (9
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Mgeos(9) ,
f

MgSen(0)

Mg

Figura 5.1 Esquema de un péndulo simple

Del esquema se puede apreciar que la simetria del problema es mas simple si se analiza desde la
perspectiva de las coordenadas cilindricas en el plano p — ¢, o en este caso 8 — p, por lo cual la
sumatoria de fuerzas en el eje 8 arroja lo siguiente:

ZFQ :Mgsin(0) = Ma (5.1)

Esto ultimo, dado que el péndulo esta restringido a moverse tinicamente en el eje 6, hace que su
desplazamiento s = £0 convierta la ecuacion 5.1 en la siguiente ecuacion diferencial:

d*o g .
W = —Z Sln(e) (52)
Recordar que a = % = 2725.

Para la solucién de 5.2 se puede recurrir a la siguiente sustitucién con el fin de reducir el orden de

_ de dp _dpde _ ,dp _ d%0.
la E.D., p= 7, por lo cual ¥ = 555 = p3g = 57

dp 8.
Pig= gsm(e) (5.3)

Separando variables:
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/pdp: —%/sin(@)d@ (5.4)

Integrando ambos lados:

2
p._ 8
5 = gcos(9)+C1 (5.5)

Teniendo en cuenta la sustitucion inicial:

1/do\*
E(E) Z%COS(Q)—FCl (5.6)

Aplicando separacion de variables nuevamente:

/ dt = / \/ﬁ (5.7)

A 5.7 se le conoce como una integral eliptica incompleta de primer orden y solo aplica en el caso
especifico cuando al péndulo se le da un fuerte impulso inicial, tal que su angulo inicial supere los
% rad aproximadamente [31]. Siguiendo esta linea de pensamiento, si se toma la aproximacién de
angulo pequeno, esto es sin(0) & 6, entonces la ecuacién diferencial 5.2 toma la siguiente forma:

d’e g

—5+760=0 (5.8)

dr= /
La cual es una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de orden 2, que tiene una solucién mas
simple en comparacién con el caso senalado anteriormente. Para ello, se soluciona la ecuacién de
indices, como sigue:

5.9 tiene solucién tnicamente en el dominio de los nimeros complejos, por lo cual la solucion es
de la forma:

0(t) = Cjcos (\/%t> +Cysin (\/%t> (5.10)

Las condiciones iniciales se establecen segtin los siguientes criterios fisicos. Inicialmente, el sistema
se encuentra con un pequeno angulo inicial 8 (0) = 6y y cuya velocidad inicial es 0 también, esto es,

6(0) = 0, por lo cual:
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0(t) = 6y cos (\/%t> (5.11)

Al término \/% se le conoce como frecuencia o velocidad angular, y representa el cambio en el

tiempo de la posicién del péndulo con respecto al angulo, es decir:

o=/, (5.12)

De 5.12 se desprenden los siguientes conceptos:

L8 (5.13)

F=5u\v

1
S
En el caso de la frecuencia angular, se expresa en %i; de ahi el factor 27, que realiza la conversion
a unidades angulares (radianes). La frecuencia se puede interpretar como la cantidad de eventos
por unidad de tiempo; en este caso, el nimero de veces que pasa por un punto especifico en un
tiempo determinado.

A esta tltima expresion se le conoce como frecuencia, y su unidad fundamental es el hertz (Hz) o

Otro concepto importante relacionado con el movimiento pendular es el periodo, es decir, el tiempo
(s) que le toma al péndulo completar una oscilacién o, en otras palabras, volver al sitio de partida
y el cual se puede estimar de acuerdo a la siguiente ecuacion:

l
T = 27r\/; (5.14)

De lo anterior es facil notar la relacién que existe entre cada uno de estos parametros, esto es:

1 27
T = - = —

f o
Los cédigos en Python presentados a continuacion permiten modelar el péndulo simple. El primero
resuelve la ecuacion diferencial planteada anteriormente, es decir, 5.8, de forma simbodlica. El
segundo crea una animacion de este sistema, donde se pueden modificar los parametros para
visualizar el efecto de los mismos.

(5.15)

1 import sympy as sp

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4+ import matplotlib.animation as animation
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6 # Define symbols

7t, g, 1, theta_ 0 = sp.symbols(’t g | theta 0")

s theta = sp.Function(’theta’, real=True) (t)

9

10 # Define the differential equation

11 eq = sp.diff(theta, t, t) + (g / 1) * theta

12

13 # Define initial conditions

12 initial_conditions={theta.subs(t,0) :theta_0,sp.diff (theta,\
15 t).subs(t,0):0}

16

17 # Solve the differential equation

15 sol = sp.dsolve(eq, theta, ics=initial_conditions)

20 # Extract the solution
21 theta sol = sol.rhs

23 # Convert the symbolic solution to a numerical function
21 theta__func=sp.lambdify (t,theta_sol.subs({g:9.8,1:1 \
25 ,theta_0:np.radians(45)}), 'numpy’)

27 # Time values
25 time__values = np.linspace (0, 2xnp.pixnp.sqrt(1/9.8), 1000)

30 # Plot the solution

31 plt.text (0.5, 0.7, r’Analytic Solution: ', fontsize=12, color="blue’)
s2 plt.text (0.5,0.5,r $\theta(t)=\theta 0\cos(\sqrt{\frac{g}{1}}t)$’,

33 fontsize=12, color="blue’)

32 plt.plot (time_values, theta_func(time_values))

36 plt.xlabel (’Tiempo (s)’)

s7 plt.ylabel(r’$\theta$ (rad)’)
35 plt.grid ()

30 plt.title (’Simple Pendulum’)
10 plt.legend ()

11 plt .show ()

12 sp.pprint (theta sol)

Cédigo 5.1 Modelo de péndulo simple usando sympy

from matplotlib import rc
rc(’animation’, html=’jshtml )

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as sp

¢ import matplotlib.animation as animation

B oW N =

10 # Enable inline plotting in Colab

11 %matplotlib inline

12

13 # Constants

14 g = 9.8 # Acceleration due to gravity (m/s”2)
151 = 1.0 # Length of the pendulum (m)
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theta_0_deg = 45 # Initial angle in degrees

7 theta_0 = np.radians (theta_0_deg) # Convert to radians

# Time parameters

t_max = 10 # Total simulation time (s)
dt = 0.05 +# Time step (s)

t_values = np.arange (0, t_max, dt)

# Symbolic expression for the analytical solution
t, theta = sp.symbols(’t theta’)

s theta_analytical = theta_ 0 % sp.cos(sp.sqrt(g / 1) * t)

# Convert the symbolic solution to a numerical function
theta_func=sp.lambdify (t,theta_analytical.subs({g:9.8,1:1, \
theta 0:theta_0}), numpy’)

# Function to update the plot in each animation frame
def update (frame):

time = t_ values[frame]

angle = theta_func(time)

# Update the pendulum line
pendulum.set_data ([0, 1 % np.sin(angle)], [0, —1 % np.cos(angle)])

# Update the title with the current time
ax.set_title (f’Simple Pendulum — Time: {time:.2f} s’)

return pendulum ,

5 # Create the figure and axis
; fig , ax = plt.subplots()

ax.set_xlim(—1, 1)
ax.set ylim(—1.2, 0.5)

# Plot the pendulum bob
pendulum, = ax.plot ([], [], ’bo—’, markersize=20)

# Set the aspect ratio to be equal

1 ax.set__aspect(’equal’, adjustable="datalim )

plt.xlabel (’X (m)’)

plt.ylabel ('Y (m)’)

plt.title (’Simple Pendulum Animation’)

plt .show ()

anim=animation . FuncAnimation (fig ,update , frames=100, \
blit=False ,repeat=True)

anim

Cédigo 5.2 Animacién de un sistema de péndulo simple
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5.1.1 Sistemas masa-resorte
Conclusiones similares pueden obtenerse para sistemas masa-resorte; es decir, su comportamiento
sigue una logica similar a la del péndulo simple. No obstante, en este caso, se deben considerar otras
posibilidades. Por ejemplo, se analizard qué sucede cuando se incluye un factor de amortiguamiento
o cuando este no estd presente y el movimiento es forzado a través de una fuerza F(t).

Partiendo de la figura 5.2

en RepnsaI- ks
S )
) w
| |/ ()'r
M- — - o o
Relajado SI M —————————— T
x[ M
lMg Perturbada

Figura 5.2 Sistema masa-resorte relajado, en reposo y perturbado

Para el sistema en reposo el diagrama de cuerpo libre arroja lo siguiente:

Mg—ks=0 (5.16)

La razon es que, una vez que se fija la masa en el sistema, este comienza a oscilar desde la posicién en
la que el resorte esta totalmente relajado hasta alcanzar la condicién de reposo. Es decir, cuando el
resorte se alarga lo suficiente para compensar el peso y permite la oscilacion hasta lograr detenerse.
A partir de esta circunstancia se le aplica una pequena perturbacién Xy y se le deja oscilar, para
esta situacion la ecuacion 5.16 se modifica de la siguiente manera.

Mg —k(s+X)=Mad (5.17)
Por lo cual, la ecuacion diferencial que gobierna al sistema queda de la siguiente forma,

d’>x  k

—+—x=0 5.18

a? Tt (5.18)

Como ya se menciond, las condiciones iniciales de este problema parten del hecho que inicialmente
el sistema se encuentra en reposo y que ademas se le aplica una pequena perturbacion, es decir,
x(0) =0y x(0) = Xp. De 5.18 se tiene la siguiente ecuacién de indices.

A%% =0 (5.19)

x(t) = C1c0s<\/§t> +C2sen<\/§t> (5.20)
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Dado que la solucién de 5.19 es A = i\/A%i. Haciendo uso de la C.I entonces se tiene que la
variacion de la posicion en el tiempo para el sistema masa-resorte esta dada por:

x(t) :Xocos<\/§t> (5.21)

Como se puede observar, la solucién del sistema masa-resorte exhibe un comportamiento similar
al del péndulo simple. En ambos casos, se manifiesta un comportamiento ondulatorio que varia
exclusivamente en los parametros caracteristicos de cada sistema. En el péndulo, estos parametros
son la gravedad y la longitud de la cuerda; en el caso del sistema masa-resorte, son la constante
elastica del resorte y la masa respectiva. Ambos casos se consideran ejemplos de movimiento
armoénico simple, ya que ninguno de ellos aborda un parametro fundamental: el amortiguamiento.
Precisamente, el amortiguamiento es crucial, ya que limita las oscilaciones en el tiempo. Por lo
tanto, resulta necesario estudiar sistemas que se asemejen més a situaciones reales al incorporar
este factor.

5.1.2 Sistema masa-resorte con amortiguamiento y forzamiento

Como se menciond previamente, los sistemas fisicos gobernados por el Movimiento Armonico
Simple (M.A.S.) no representan un modelo completamente realista. La construccién de un sistema
que se acerque a esta idealizacion resulta altamente compleja, ya que implica la necesidad de
eliminar o, al menos, minimizar un factor tan omnipresente como la friccion. Por ello, se requiere
una descripcion mas precisa que permita una aproximacion mas fiel a los fenémenos reales.

Bul kx

Mg

Figura 5.3 Sistema masa-resorte con amortiguamiento

Con respecto a la figura 5.3, la ecuacion diferencial que describe este sistema se obtiene a partir del
andlisis del diagrama de cuerpo libre. Cabe resaltar que el factor de amortiguamiento considerado
solo es vélido en el caso de velocidades de oscilacion bajas. Asimismo, las unidades de B se expresan
como ¥ [32]. A partir de esto, se tiene lo siguiente:
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—kx— BV =Mad (5.22)
Reescribiendo 5.22 como una E.D.
d’x Bdx k
e P L =0 5.23
a? “ma (5.23)
Haciendo 2§ = 1% y 0* = A%, 5.23 toma la siguiente forma:
d’x dx )
— +20—+0x=0 5.24
a " Z;dt o (5:24)

Por lo tanto, la ecuacién de indices asociada a 5.24 seria:

22420+ 0> =0 (5.25)

La solucion de esta tultima ecuacion permite construir tres casos concretos debido a la naturaleza
del discriminante ya que:

A=—C+4/02— o2 (5.26)

Por lo cual si v = {2 — @?, entonces

2—w?<0 Subamortiguado
V=<{-0*>0 Sobreamortiguado (5.27)

2—w?=0 Criticamente amortiguado

Las soluciones de la ecuacion 5.24 en cada uno de los casos mencionados en 5.27 es como sigue.
Para el caso sobreamortiguado:

x(1) = e S (CLeVE @ L Cre VEOT) (5.28)

Es de resaltar, que para cualquiera de los casos las condiciones iniciales seran las mismas, esto es,
x(0) = Xp y %(0) = 0; aplicando ambas a 5.28 se obtiene el siguiente sistema lineal.

C1+G2=% (5.29)
\/Cz—aﬂC]—Cz\/CZ—wz:XOC .
Resolviendo para Cy, C;
X
c =20 [1 +ﬁ} (5.30)

128



WIRNIVE/aRRN > N S L

Electricidad, magnetismo y ondas

con aplicaciones en Python 5 Ondas
X
=20 [1 - L} (5.31)
2 {2 — 2

Por lo tanto la soluciéon general del sistema masa-resorte en este régimen es como sigue:

x(t) = )gegf [[1 + ﬁ] eVErok | [1 - \/ﬁ] eV C”wzf] (5.32)
B

Esta expresion permite modelar sistemas donde la constante de amortiguamiento ¢ = 53; es mayor

que la frecuencia natural de oscilacién del sistema @ = \/A%.

Las otras dos situaciones presentan modelos similares. Por ejemplo, cuando el sistema es criticamente
amortiguado, la solucion general que describe este tipo de sistemas se expresa de la siguiente forma:

x(1) = e 4'[Cy + Cot] (5.33)

Como se observa, la solucién depende tnicamente del término de amortiguamiento, sin influencia
de la frecuencia natural de oscilacion del sistema. Esto significa que el sistema retorna rapidamente
a su condiciéon de equilibrio, lo cual es ideal en muchos sistemas fisicos donde cualquier perturbacion
debe ser mitigada de manera rapida, proporcionando estabilidad y robustez frente a fallos.

El dltimo caso a considerar es cuando el sistema se encuentra subamortiguado. En este escenario,

la intuicién indica que su comportamiento es predominantemente oscilatorio, como se muestra en
la siguiente expresion.

x(1) = e~ [Cicos(o1) + Cysen(ot)] (5.34)

En la figura 5.4 se muestra la solucién de cada uno de estos sistemas por separado.
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Sistema Sobreamortiguado

—— Posicién
— Velocidad

Desplazamiento X(t) (m)

o 2 4 & 8 10

Tiempo (s)
Criticamente amortiguado

Lo —— Posicién C.A

08 — Velocidad C.A
o
£ o
@
Woga
3
s 0.2
2
1 0.0
[=8
3 -0z
o

=0.4

=06

4] 2 4 6 B 10
Tiempo (s)
Subamortiguado
3 —— Podicion Sub.A

— Velocidad Sub A

Desplazamiento X(t) (m}

L] 2 4 [ 8 10
Tiemnpo (s)

Figura 5.4 Respuesta del sistema masa-resorte con amortiguamiento variando los pardametros de oscilacién
natural y coeficiente de amortiguamiento

El siguiente codigo permite obtener estas gréaficas de la respuesta del sistema en el tiempo para
cada uno de los casos ya planteados para el sistema masa-resorte con amortiguamiento.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

def dynamic_system(y, t, m, ¢, k, F):
# y[0] = position
# y[1l] = velocity
dydt = [y[1], (F(t) —c = y[1] — k = y[0]) / m]
return dydt
# System parameters
m= 1.0 # mass
¢c = 4.0 # damping coefficient
k = 1.0 +# spring constant
# External force function (customize as needed)
def external force(t):
return 0.0 # No external force in this example
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# Initial conditions
y0 = [1.0, 0.0] # initial position and initial velocity
t = np.linspace (0, 10, 1000) # time vector

# Solve the differential equation

sol = odeint (dynamic_system, y0, t, args=(m, c, k, external force))
soll = odeint (dynamic_system, y0, t, args=(m, 1.0, k, external force))
sol2=odeint (dynamic_system ,y0,t,args=(m,0.1,10.0,external_ force))

# Plot the result
# Create a figure and three subplots
s fig , axs = plt.subplots(3, 1, figsize=(12, 15), dpi=300)

# Plot the first subplot (Position and Velocity)

axs [0].plot(t, sol[:, 0], 'b’, label="Position’)
[0].plot(t, sol[:, 1], ’'g’, label=’Velocity’)
[0].set_title(’Overdamped System’, fontsize=16)

axs [0].set_xlabel (’Time (s)’, fontsize=16)
[0].set_ylabel (’Displacement X(t) (m)’, fontsize=16)
[0].legend (fontsize=16)

# Plot the second subplot (Position and Velocity C.A)

axs|[1].plot(t, soll[:, 0], ’r’, label="Position C.A’)
axs[1].plot(t, soll[:, 1], ’'k’, label=’Velocity C.A’)
axs|[1].set_title(’Critically Damped’, fontsize=16)
axs [1].set_xlabel (’Time (s)’, fontsize=16)
axs[1].set_ylabel(’System Response’, fontsize=16)
axs|[1].legend (fontsize=16)

s # Plot the third subplot (Position and Velocity Sub.A)

axs [2].plot(t, sol2[:, 0], ’c¢’, label="Position Sub.A’)
[2].plot(t, sol2[:, 1], 'm’, label=’Velocity Sub.A’)
[2].set_title( Underdamped’, fontsize=16)

axs [2].set xlabel(’Time (s)’, fontsize=16)
[2].set_ylabel (’Displacement X(t) (m)’, fontsize=16)
[2].legend (fontsize=16)

# Adjust layout for better appearance
plt.tight_layout ()
plt.legend ()

# Show the plots
plt .show ()

Cédigo 5.3 Solucién de los tres sistemas masa-resorte con amortiguamiento
Por tltimo, se analizara el problema de un sistema masa-resorte con forzamiento y sin amortiguami-
ento, con el objetivo de evidenciar las implicaciones que esto tiene en aplicaciones reales. Por ejemplo,
este fendmeno resulta critico en el diseno de puentes, ya que, en el caso de que la frecuencia natural

de oscilacién del puente coincida con la frecuencia de la fuerza externa, la probabilidad de colapso
aumenta significativamente.

Dicho sistema puede modelarse mediante la siguiente ecuacién diferencial:
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d2
d—; + @?x = Asen(ot) (5.35)

Aplicando transformada de Laplace a ambos lados de 5.35 se obtiene.

2x
g{‘;?} +0* L{x(t)} = L{Asen(ot)} (5.36)
— 5%x(s) — sx(0) — £(0) + @*x(s) = szlj——o-crz (5.37)

Considerando las condiciones iniciales mencionadas previamente, x(0) = Xy y £(0) = 0 y resolviendo
para x(s) 5.37 queda de la siguiente forma.

Ao

2 2

—sXo+ @ = 5.38
s“x(s) — sXo x(s) 25 ( )

Ao 4 sXo
(s> +02)(s?+ 0?) 52+ w?

x(s) = (5.39)

De aplicar fracciones parciales al primer término de la derecha de 5.39 la expresién se simplifica
de la siguiente forma:

Ao Ao Xos
_ _ 4
) = o T ) (=Dt o)) e (5.40)

Aplicando transformada inversa de Laplace a ambos lados de 5.40.

2 sy =2 Ao )}—z—l{( Ao }+$—1{s2ﬁiw2} (5.41)

(02 — 0?)(s* + w? 0% —w?)(s* +0?)

Resolviendo para x(t):

sen(@t) — sen(ot) + X cos(wr) (5.42)

Xlf) = ——— _

) o(0? — 0?) (02— w?)
El siguiente paso es identificar la influencia de la frecuencia de la fuerza externa sobre el sistema,
es decir, estimar la frecuencia de resonancia del sistema, lo cual ocurre cuando ¢ — ®, en otras

palabras.
lim x(r) = If A (0f) — 1 (1) + lim Xocos(er) (5.43)
Jim x(r) = lim 00— wz)sen Jim (07 6Oz)Sen Jim Xy cos )
Aplicando la regla de L’Ho6pital a 5.43.
=1 t Ii At 1)+ X t 5.44
= lim 2wdsen(a) )—61_r>nw g cos(ot) + Xpcos(wt) (5.44)
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Evaluando los limites.

A At
lim x(1) = 2—sen(a)t) - %cos(a)t) + XoCos(wt) (5.45)

o— 2

Asignandole valores a la amplitud A, frecuencia @ y perturbacién inicial X se obtiene la siguiente
figura 5.5.

Sistema Masa-Resorte Forzado sin amortiguamiento

Amplitud

T T T T T

0 5 10 15 20 25 30
Time (t)

Figura 5.5 Oscilacién del sistema masa-resorte sin amortiguamiento

Se puede observar claramente que a medida que t — oo, la amplitud de x(r) crece de manera
proporcional, llevando a que x(t) — oo. Este fenémeno se hace evidente al analizar la expresién
5.45, donde el segundo término diverge a medida que el tiempo aumenta de forma arbitraria. Este
ultimo punto es exactamente lo que se pretendia demostrar y constituye la causa fundamental del
colapso en sistemas que siguen la ley de Hooke.

5.2 Ondas electromagnéticas

Los sistemas ondulatorios estan presentes en toda la naturaleza, manifestandose de diversas formas.
Uno de los fenémenos menos intuitivos, pero mas evidentes, es el de los campos electromagnéticos,
cuya expresion mas clara es la luz. La descripcion clasica de estos campos se fundamenta en las
cuatro ecuaciones de Maxwell, complementadas por la fuerza de Lorentz. Las primeras explican el
origen y la dinamica de los campos eléctricos y magnéticos, mientras que la segunda describe la
interaccion del campo electromagnético con la materia que posee carga eléctrica.

El propdsito de este capitulo es explorar la naturaleza de las ondas electromagnéticas y su relacion
con diversos fendmenos asociados a la luz. En particular, se profundizara en conceptos como el
indice de refraccion y el espectro electromagnético, entre otros.

Las ecuaciones de Maxwell se presentan a continuacion, con el objetivo de resaltar su conexién con
la naturaleza ondulatoria de la luz:
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Ley de Gauss Eléctrica
P

V.E== (5.46)
&

Ley de Gauss Magnética

V-B=0 (5.47)
Ley de Induccion de Faraday

. 0B
VXE=—— 5.48
3 (5.48)

Ley de Ampere-Maxwell

VXxB= ‘LL()J—l-[.L()SOE (5.49)
Fuerza de Lorentz

F =q(E+7VxB) (5.50)

A partir de la combinacién de las cuatro ecuaciones de Maxwell?, es posible construir una teorfa
que describa el comportamiento y la propagacion de las ondas electromagnéticas en el espacio
libre. Para ello, es necesario establecer los mecanismos que permiten la propagacion de la luz en
el espacio. Inicialmente, se empleara el campo magnético H en lugar de su contraparte, el vector
de induccién magnética B, dado que B = ;,LOH

Ademas, considerando que el campo eléctrico asociado a una onda electromagnética en un punto
arbitrario del espacio vacio no depende de una distribucion de carga p (es decir, las lineas de campo
eléctrico permanecen inalteradas antes y después de dicho punto), las leyes de Gauss eléctrica y
magnética (5.46) adoptan la siguiente forma:

VE=0 (5.51)
V.H=0 (5.52)

En ese mismo orden de ideas, en el espacio vacio por definicién no hay presencia de corrientes
eléctricas, por lo cual, 5.48 y 5.49 quedan de la siguiente forma.

- JoH

VxE=—pig—- (5.53)
., J0E
VxH=e5 (5.54)

2 Para este andlisis no se considera la fuerza de Lorentz.
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Aplicando el rotacional a ambos lados de 5.53.

- 0 ~
VxVxE:—/,LOEVxH (5.55)

- - —

Aplicando la propiedad del triple producto vectorial A x B x C = (AC' )B — (KE)@ se tiene que.

(V.E)V —V?E = —y()%v x H (5.56)

Teniendo en cuenta 5.51 y 5.54, entonces.

J’E

V2E = to&y—=—
Ho&o 92

(5.57)
Un resultado similar puede obtenerse para el campo magnético si, en lugar de partir de la ley de
induccién de Faraday, se aplica el mismo procedimiento a la ley de Ampere. Esto da lugar a la
siguiente ecuacion:

V2H = ez—ﬁ (5.58)

074
A2
permitividad eléctrica en este mismo medio es & = 8,854 x 10’12% Por lo tanto, el factor upg

tiene las siguientes unidades:

Como se mostro anteriormente, la permeabilidad magnética del vacio es uy =4m x 1 y la

c? N
=|—== 5.9
Lo anterior de tener en cuenta que F [:]]%; ademas si A[:]g entonces 5.59 queda.
fecd 52
= =] 5.60
coal=] =1 (5.60)
O lo que es lo mismo, el producto &y tiene unidades de velocidad invertidas.
1
€t = — (5.61)
1
Donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, es decir, ¢ ~ 2997924587 = ‘E Esto implica

que la constante luminica ¢ surge de manera natural al aplicar las leyes de Maxwell al problema
de la propagacion de una onda electromagnética en el espacio vacio, y que esta puede describirse
completamente en términos del campo eléctrico o del campo magnético.
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Si se toma U ya sea como H o E, y se parte de cualquiera de las expresiones 5.57 o 5.58, entonces
la ecuacién de onda en coordenadas cartesianas se define de la siguiente forma:

9*U N 0°U N °U  19%°U

ox2  9yr 972 % or?
Como se puede observar, se trata de una ecuacion diferencial parcial cuya solucién no sera abordada
en este texto. Sin embargo, se probara que la siguiente funcion satisface dicha ecuacion:

(5.62)

U(z,t) = Upcos(kz — ) (5.63)

Donde k es el numero de onda (no debe confundirse con k, la constante dieléctrica) y @ es la
velocidad angular. Para los fines de este texto, el resultado presentado en 5.63 es suficiente. No se
profundizara en los métodos de solucién, ya que constituyen una teméatica de alta complejidad.

Regresando a la ecuacion 5.63, esta representa una onda plana armonica. Este tipo de ondas se
caracteriza por exhibir, en un plano paralelo a su direccion de propagacion, un frente de onda
plano. En otras palabras, si situamos un observador en un plano que interseca una onda plana,
este siempre percibird el mismo valor. En el caso especifico de la luz (un campo eléctrico), los
frentes de onda son paralelos entre si, como se ilustra en la figura 5.6. Cabe aclarar que dicha
representacion no es fisicamente posible, dado que implicaria que la onda abarcara la totalidad del
espacio. Sin embargo, es un modelo matematico 1til y ampliamente validado.

Un concepto importante derivado de la ecuaciéon de onda es la velocidad de fase, la cual se puede
observar en la figura 5.6. En ella se muestran dos frentes de onda correspondientes al mismo punto,
separados en el espacio por una distancia dada por Az = uAt, donde u es la velocidad de fase, es
decir, la velocidad a la cual se desplaza un punto especifico de la onda.

Este concepto permite definir parametros fundamentales en la teoria de ondas electromagnéticas,
como la longitud de onda (1), la velocidad angular (®), el nimero de onda espectroscépico (o),
el periodo (T) y la frecuencia (v). Estos mismos conceptos se introducen en el estudio de ondas
mecanicas; sin embargo, en el contexto de las ondas electromagnéticas, su interpretacion puede
presentar algunas diferencias. Por ejemplo, la longitud de onda se define como la distancia que
recorre la onda durante un periodo (7T'), manteniendo asi la misma relacién que en las ondas
mecanicas. El periodo y la frecuencia también conservan sus interpretaciones en ambas teorias.
En cuanto al nimero de onda, este representa la cantidad de ciclos de la onda en una porcién
determinada del espacio, es decir, el nimero de repeticiones por unidad de longitud.

Las siguientes relaciones son fundamentales para comprender mejor el concepto de velocidad de

fase (u).
Velocidad de fase

(0
= — 5.64
u="2 (564)
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Longitud de onda

2r 1
A=ul == =— 5.65
u =5 (5.65)
Frecuencia
u 0] 1
A 2 T ( )

Funcion de Onda y Velocidad de Fase

0.4+

e
[N]

Amplitud
o
(=]
s

200 225 250 275 3.00 325 350 375 4.00
Time (t)

Figura 5.6 Onda plana sinusoidal

Una representacion relativamente apropiada del comportamiento de una onda viajando a través
del espacio se puede apreciar en 5.7 con su respectivo cédigo en Python.
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—— Campo Electrico (x, y)
—— Campo Magnetico (x, y)
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Figura 5.7 Representacion de un campo electromagnético

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from matplotlib.ticker import MaxNLocator

ax = plt.figure().add_subplot(projection="3d")

# Plot a sin curve using the x and y axes.

x = np.linspace (0, 1.5, 500)

y = np.sin(x % 2 % np.pi)

z = 0.5 % np.sin(x * 2 % np.pi)

ax.plot(x, y, zs=0, zdir="z’, label="Campo Electrico (x, y)’)
ax.plot(x, z, zs=0, zdir="y’, label="Campo Magnetico (x, y)’)

# Set MaxNLocator to control the number of ticks on the x—axis

5 ax.xaxis.set major locator (MaxNLocator(nbins=4))
i ax.yaxis.set_major_locator (MaxNLocator (nbins=4))

# Make legend , set axes limits and labels

plt.tick params(axis=’x’, which="major’, labelsize=10)
plt.tick_params(axis=’y’, which="major’, labelsize=10)
ax.legend (fontsize="12")

ax.set_xlim (0, 1.5)

ax.set_ylim(—1,
ax.set_zlim(—1, 1)
ax.set_xlabel ('X")
ax.set__ylabel ('Y")
ax.set__zlabel ('Z")

# Customize the view angle easier to see scatter points

ax.view_init (elev=15., azim=35, roll=0)
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33 plt .show ()

Cédigo 5.4 Representacion en el espacio 3D de una onda electromagnética

5.2.1 Espectro electromagnético

El espectro electromagnético se manifiesta a través de ondas electromagnéticas con distintos niveles
de energia, originadas por diversas fuentes. Por ejemplo, el espectro visible en condiciones naturales
se genera debido a reacciones nucleares en el Sol. Una parte de esta radiacion, con longitudes de
onda por debajo de los 200 nm, es absorbida en las capas externas de la atmosfera, y se conoce
como ionizante. El resto se absorbe en las capas atmosféricas sucesivas, y la porciéon comprendida
entre [280-2500] nm es la que interactia diariamente con nosotros.

Dentro de este intervalo, la regién [405-785] nm es denominada espectro visible. Mas alld de este
rango se encuentra la region infrarroja. Es importante destacar que el ojo humano puede percibir
algo de esta region, especificamente en el llamado infrarrojo cercano.

Cuando se hace referencia a la longitud de onda, simultaneamente se esta aludiendo a la energia
manifestada por la interaccion de las ondas electromagnéticas con algtin otro medio fisico, conforme
a la ecuacion de Planck:

e
A

Donde % es la constante de Planck (6,62607015 x 1073* Js), ¢ la velocidad de la luz en el vacio y
A la longitud de onda en metros. La tabla 5.1 muestra ejemplos de la manifestacion de las ondas
electromagnéticas en diferentes contextos con su respectivo nivel de energia (longitud de onda).

E (5.67)

Tabla 5.1 Espectro electromagnético

Region Longitud de Onda A Ejemplo
UV de vacio < 200 nm rayos X, rayos Gamma
uv 200 nm -400 nm luz ultravioleta
Visible 400 nm -700 nm luz visible
IR cercano 700 nm -1.4 um control remoto
IR medio 1.4 ym -3 um radiacién por calor
IR lejano 3 um -1 mm rotacion de moléculas
Microondas 1 mm-1m horno microondas

Una de las aplicaciones fundamentales del concepto de espectro electromagnético es la espectrosco-
pia, que consiste en el estudio de la composicién molecular y atémica de la materia a través de su

WINNIIPo7aRNG « RNSSSS=SNWYR T

interaccién con diversas formas de radiacion. La luz es la forma mas comun de radiaciéon utilizada en

este proceso. Ejemplos notables de técnicas espectroscopicas incluyen la espectroscopia Raman, que
investiga las rotaciones y vibraciones de las moléculas, y la espectroscopia de absorcion, que presenta
varios matices. Por ejemplo, si una molécula absorbe una longitud de onda especifica sin destruccion
de la muestra, se habla de absorcién debido a los enlaces moleculares o y & . Por otro lado, cuando hay
destruccion de la muestra, esta reemite en diversas longitudes de onda, lo que permite identificar la
composicion atomica de la muestra.
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5.2.2 Relacién entre campo magnético y eléctrico para una onda electromagnética

Es destacable que la relacion entre el campo eléctrico y magnético esta mediada por la velocidad de
la luz en el vacio. Esta conexién se evidencia a partir de la definicién de la fuerza de Lorentz para
una onda electromagnética propagandose por el espacio. En otras palabras, se trata de un campo
magnético y eléctrico sincronizados y mutuamente perpendiculares. Ademas, no experimenta una
fuerza externa neta, debido a la ausencia de masa de los fotones, por lo cual en virtud de la fuerza
de Lorentz 5.50 se tiene que.

—gE = ¢V x B (5.68)

E,=¢&,,v,B; (5.69)

Aqui se considerd que la onda se propaga en la direccion z, mientras que sus campos eléctrico
Y

y magnético se proyectan en las direcciones "yz 'x', respectivamente, por lo cual al evaluar el

producto vectorial queda lo siguiente (el signo menos no se tiene en cuenta dado que al ser una

onda sinusoidal este queda insertado en la fase de la onda).
E, =v.B, (5.70)

Teniendo en cuenta que las ondas electromagnéticas se propagan a la velocidad de la luz ¢ en el
vacio, entonces, la expresion 5.70 queda de la siguiente forma.

E =cB (5.71)

La interpretacion clasica sugiere que una onda electromagnética se caracteriza principalmente como
un campo eléctrico en propagacion, debido a la diferencia significativa en magnitudes con respecto
al campo magnético.

5.3 Optica

En la seccion anterior se introdujeron una serie de conceptos que permiten contextualizar muchos
de los elementos que se emplearan para exponer la tematica relacionada con el campo de la
Optica, concretamente cuando se constato la relacion de la velocidad de la luz en el vacio con las
ecuaciones de Maxwell, se presenté un método donde a partir de la permitividad y permeabilidad
eléctrica y magnética respectivamente, era posible establecer dicha constante. Siguiendo este mismo
razonamiento, pero esta vez, en lugar de apelar a una onda viajera en el espacio vacio, se analizara
una situaciéon mas realista donde el medio de propagacion es un medio fisico. Teniendo en cuenta
que la permitividad y permeabilidad relativa estan dadas por:

Permitividad eléctrica relativa (constante dieléctrica)

g =L — (5.72)
€
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Permeabilidad magnética relativa

_H

Ho
A €y use les denomina la permitividad y permeabilidad del medio y que como se puede apreciar
depende de las caracteristicas del medio a través del cual se propagan las lineas de campo eléctrico y
magnético. En tal sentido y siguiendo el mismo razonamiento que en el caso de la velocidad de la luz,
es posible definir la velocidad en el medio como.

K (5.73)

U=— (5.74)
De 5.72, 5.73 se tiene.

1
e 5.75
! v/ KK Uo€o ( )

Pero ¢ = N entonces.
1

u==c

W (5.76)

A la expresién /KK, se le denomina indice de refraccion (n). Ademds, para la mayoria de los
materiales transparentes en el espectro visible (405 - 785 nm), se cumple que k, ~ 1, lo que
implica que se consideran materiales no magnéticos. Por lo tanto, n = v/k, en otras palabras.

n= g =K (5.77)

Como se puede apreciar, el indice de refraccién es una cantidad adimensional que compara la
velocidad de propagacion de una onda electromagnética en un medio con respecto a la velocidad
de la luz en el vacio (¢). La tabla 5.2 muestra algunos indices de refraccién para materiales comunes
33].

Tabla 5.2 Ejemplos de indices de refracciéon para diferentes materiales

Material Indice de Refraccién (n)
Vacio 1.000
Aire 1.00045
Agua (201C) 1.333
Vidrio (cristal) 1.5
Diamante 2.42
Etanol 1.36
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5.3.1 Leyde Snell
Esta ley es fundamental para definir el concepto de refraccion. Un ejemplo cotidiano de este
fenomeno puede observarse al mirar a través de un vaso con algun liquido y cualquier objeto
introducido en él; por ejemplo, una cuchara se ve deformada respecto de la parte expuesta al aire.
Este efecto es causado por la diferencia en los indices de refraccion entre ambos medios, como se
aprecia en la figura 5.8, donde el angulo de incidencia 6; de un rayo de luz que penetra en el medio
1 cambia su trayectoria al ingresar al medio 2.

n

Ty

Figura 5.8 Trayectoria de la luz en medios con diferente indice de refraccion

La relacion entre los angulos cuando un haz de luz pasa de un medio a otro se puede deducir a
partir de la aplicacion del principio de Fermat, el cual se enuncia a continuacion:

Teorema 5.3.1 — Principio de Fermat. En el contexto 6ptico, el Principio de Fermat establece
formalmente que, dados dos puntos A y B en un medio con indice de refraccién n, la trayectoria

optima seguida por la luz es aquella que minimiza el tiempo 6ptico, es decir, un minimo local.

La distancia total T recorrida por la luz en el esquema esta dada por:

\/d?+y? \/d5+ 3

C C

Haciendo uso del principio de Fermat, es requerido minimizar la funcién de distancia recorrida por
la luz T, para esto se deriva 5.78 con respecto a la distancia. Para ello es necesario reescribir la
ecuacion senalada en términos de una sola variable, esto es, hacer la siguiente sustituciéon: £ =y +y;
por lo tanto y, = £ —y, de tal forma que:

\/d?+y3 d3+(L—y1)?
T=n-+—+ (5.79)

na
c c
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Teniendo como base que tanto d; como d, son constantes, la derivada de 5.79 queda de la siguiente
manera.

dr _nyi(di )P ma(d (L yi)?) ()

=0 5.80
dyi c c ( )
De la figura se desprende que sen(6;) = ﬁ y sen(6,) = \/ﬁ, por consiguiente.
sen(@l)ﬂ—sen(ez)@ =0 (5.81)
¢ ¢
nisen(0;) = nysen(6,) (5.82)

A 5.82 se le conoce como la ley de Snell, que permite determinar los indices de refracciéon de dos
medios distintos, dados los angulos de incidencia y refraccion.

5.3.2 Optica geométrica

La ecuacién que se derivara a continuacion sera el caballo de batalla para el planteamiento de
la 6ptica geométrica y matricial, siendo esta tltima la manera elegida para mostrar el disenio de
algunos dispositivos 6pticos. A esta se le denomina "la del fabricante de lentes"dada su importancia
para esta tarea. Es de resaltar, que para todas las deducciones se partira del concepto de lente ideal
delgada, es decir, una lente tedrica que simplifica muchos de los problemas practicos relacionados
con las lentes reales. Las caracteristicas de una lente delgada ideal son las siguientes:

Espesor despreciable: Se considera que el espesor de la lente es tan pequefio que puede ser
despreciado en los calculos. Esto implica que todos los cambios en la direccion de la luz ocurren

en un unico plano.

Superficies Refractivas Perfectas: Las dos superficies de la lente son perfectamente esféricas y
cualquier aberracion 6ptica es ignorada. Esto significa que la lente puede enfocar la luz sin distorsiones.

Indice de Refraccién Constante: El material de la lente tiene un indice de refraccién constante que
no varia con la longitud de onda de la luz (no hay dispersion).
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Figura 5.9 Trazado de rayos en una lente delgada

Partiendo de la figura 5.9, se tiene un sistema compuesto por una lente ideal, como la que ya se
menciond. Asimismo, se supondra que esta se encuentra expuesta al aire, es decir, que el indice de
refraccion se tomara como 1. Cabe aclarar que la imagen del objeto, localizado en el punto P, se
forma en el punto Q.

Figura 5.10 Trazado geométrico del lado izquierdo de la lente

Por su parte, de la figura 5.10 se puede obtener la siguiente expresion para la ley de Snell, teniendo
en cuenta que la luz incide sobre la lente en el punto A y se refracta hacia el punto D. Por lo tanto:

sen(1) = nsen(py) (5.83)

Aplicando aproximacién de angulo pequeno (sen(0)= 6), también denominada aproximacién paraxial
en el contexto de la 6ptica Gaussiana y el trazado de rayos, por lo cual se tiene entonces:

C1=np (5.84)
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Del triangulo PAB, se tiene que la suma de dngulos internos no adyacentes es igual al angulo
exterior {;, es decir:

Ci=01+M (5.85)

Aplicando este mismo criterio pero esta vez, para el triangulo ACB

M=p1+¢ (5.86)

p1=M—§ (5.87)
Reemplazando 5.87 en 5.84:

G =n(l—¢) (5.88)

Ademas de 5.85 se obtiene la siguiente expresion:

¢ +A =n(A —§) (5.89)

Siguiendo un proceso similar, pero para la figura 5.11 se tiene que:

P2 D.__,.gg

Figura 5.11 Trazado geométrico del lado izquierdo de la lente

sen(y) = nsen(py) (5.90)

Aplicando la aproximacién de dngulo pequeno y las mismas consideraciones efectuadas para la
figura anterior, entonces:

& =np; (5.91)
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Ademas del triangulo EDQ se puede encontrar una relacién entre los angulos pp, > v ¢s.

L=N+¢ (5.92)
Y del triangulo EDB

pr=A+E (5.93)
Reemplazando 5.92 y 5.93 en 5.91 se obtiene:

L+o,=n(A+&) (5.94)

Combinando 5.94 con 5.89 y simplificando, queda lo siguiente

¢ +dr=(n—1)(Aa+4) (5.95)

Teniendo en cuenta que tan(¢;) = %, tan(¢,) = % y ademas sen(A;) = %, sen(Ay) = %. Asi mismo,
dado que la aproximacién de angulo pequenio también aplica para tan(¢) ~ ¢ entonces:

L h=e-n(pt ) (5.96)
S S 51 gz

A 5.96 se le conoce como la ecuacion del fabricante de lentes, donde ¢; y ¢, son los radios
de curvatura de la lente, y s v &' son las distancias al objeto y a la imagen, respectivamente.
Esta ecuacién permite diseniar sistemas 6pticos simples en los cuales no se tienen en cuenta las
aberraciones ocasionadas por las lentes. Para aplicaciones mas avanzadas, es necesario considerar
correcciones para estas aberraciones y otros efectos complejos que no estan contemplados en la
formulacion basica presentada.

5.3.3 Optica matricial
El objetivo de la 6ptica paraxial es aplicar una aproximacion en el diseno de sistemas Opticos que

simplifica el andlisis al considerar inicamente los rayos que hacen dngulos pequenos con respecto al
eje 6ptico. Esta aproximacion de primer orden permite caracterizar sistemas complejos, como
microscopios y telescopios, utilizando parametros simples como la longitud focal y la magnificacion,
sin importar el nimero de elementos que los compongan. En este contexto, la éptica matricial se
fundamenta en la descripcion de sistemas 6pticos que cumplen con las caracteristicas mencionadas.
A continuacion, se presentan varias de estas metodologias para comprender el comportamiento de la
luz en escenarios simples, sin tener en cuenta aberraciones 6pticas y otras interacciones mas
complejas.

En general, una aproximacion de primer orden es aquella que involucra la representacion del sistema
Optico inicamente en términos de las alturas y los angulos.

Para obtener las matrices representativas de los diferentes elementos y sistemas 6pticos se procedera
haciendo uso de la ley de Snell o de argumentos geométricos. En particular, si se observa la figura
5.12, es factible encontrar una relacion entre los rayos incidentes y salientes, en este caso, como no
hay cambios en el indice de refraccién y suponiendo que el sistema esta comprendido entre los puntos
P1y P2, entonces se tiene lo siguiente:
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ht

P1 d P2

Figura 5.12 Geometria de un rayo de luz en el espacio libre

6, =06, (5.97)
Lo anterior por el teorema que relaciona los angulos alternos internos, los cuales son congruentes
entre si.
X
tan(6;) = — (5.98)
d
De donde:
X = h2 - h1 (599)
c.de 5.98 y 5.99
dtan(6;) = hy — (5.100)
Teniendo en cuenta la aproximacién paraxial y reorganizando la expresion se tiene:
hy =dO6; +hy (5.101)

O en forma matricial:

()= 1)) 102

Lo anterior se denomina propagaciéon en un medio de indice de refracciéon constante y se emplea
en situaciones donde la luz se propaga por el espacio libre.

El siguiente caso de estudio es el que ocurre cuando se tiene refraccion en una interfase plana con
un indice de refraccién diferente, esto es, cuando ocurre un cambio de medio (como se muestra en

la figura 5.13). Procediendo de una manera similar, pero esta vez partiendo de la ley de Snell y
tomando en consideracion la aproximacion paraxial nuevamente.

161 = n20, (5.103)
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Figura 5.13 Superficie plana con diferente indice de refraccion que el medio circundante

Por lo anterior:

6, =6, <ﬂ> (5.104)

nz

Asi mismo, justo en la frontera entre los dos medios se cumple que:

hy = hy (5.105)

Por consiguiente:

(5)=(o 2) (&) (3106

Este mismo proceso se puede aplicar para obtener el resto de relaciones matriciales como las que
se muestran a continuacion:

Refraccién en una interfase curva
1 0
I = <n1—n2 n_1> (5107)
Rny ny

Reflexion desde un espejo plano

M = ((1) (1)) (5.108)

Reflexion desde un espejo curvo (R radio de curvatura del espejo)

Mc:( L 0) (5.109)
-2
Lente delgada (f distancia focal)
1 0
Lq = <_1 1> (5.110)
f
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Lente gruesa

1 0 1 ¢ 1 0
Lg = (M ”_2> (0 1) (m—nz ﬂ) (5.111)
Rom n Riny no

En este caso, Ry, Ry son los radios de curvatura de la lente del lado de la imagen y del objeto,
respectivamente con F siendo la distancia focal y ¢ el espesor de la misma,como se muestra en la
figura 5.14.

A '
-~ F
@
Objeto
Figura 5.14 Esquema éptico de una lente gruesa
Prisma simple
cos(y) d cos(9)
n
| - (cogw é‘é”}%"f) (5.112)
cos(y)

Por ejemplo, para el prisma de la figura 5.15 se mostrard el uso del método matricial para
determinar el comportamiento de la luz cuando pasa a través de este, pero primero se explicara el
significado e interpretacién de la matriz ABCD.[34]

Como ya se pudo apreciar en los casos anteriormente estudiados, los sistemas 6pticos se pueden
describir de forma matricial y dicha matriz tiene la siguiente forma general:

B¢ 26

A la matriz ABCD se le denomina matriz de rayos y su importancia radica en la posibilidad
de manejar combinaciones de sistemas 6pticos mediante la multiplicacién de matrices, como se
muestra a continuacion:

[Mey] = [My)]...[Ma)[M] (5.114)

En donde las [M;] son matrices de elementos Opticos y [M,] es la matriz equivalente que los
combina. Como se notara el orden de la multiplicacién esta invertido, es decir, el primer elemento
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del producto es el dltimo elemento 6ptico vista la figura de izquierda a derecha. Lo anterior se
comprendera mejor con el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Se tiene el sistema Optico mostrado en la figura 5.15, la idea es encontrar una matriz equivalente
que describa el comportamiento de los rayos de luz cuando estos pasan a través de este, para ello,
se escribiran las matrices en forma de producto como ya se menciono en el parrafo anterior, por lo
cual:

Figura 5.15 Esquema 6ptico de un prisma simple

cos(y)  d cos(9)
h _ 1 L cos(¢)  ncos(y) I L hy (5 115)
0 0 1 0 cos(9) 0 1 0, '

cos(y)

cos(y)
cos(9)
adimensional del haz de luz, por lo anterior, multiplicando la matriz de un prisma simple junto

con la del espacio libre del lado de L, se tiene lo siguiente:

()= (o =) (5 =) (3) -

Multiplicando las matrices restantes.

hy K L+ HLK + % hy
= 11
(92) (0 < 0, (5.117)
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Como se puede apreciar la matriz columna correspondiente a las coordenadas del haz incidente
(h1,01) no se tienen en cuenta a la hora de obtener la matriz ABCD, ya que la intencién es escribir
las coordenadas del sistema de imagen (h;,0;) como una combinacién lineal de los rayos de luz
incidente. Adicionalmente, la componente B de la matriz de rayos, corresponde al camino 6ptico del
sistema, esto es, la distancia recorrida por la luz para el conjunto de elementos épticos estudiados.

5.3.4 Optica matricial en Python

El siguiente codigo permite modelar diversos sistemas 6pticos haciendo uso de matrices de rayos.
En este caso, se trata de un sistema compuesto por tres lentes: dos plano-concavas y una biconvexa.
Normalmente, este tipo de montaje es el que se emplea en las lupas de aumento.

1
2 # Enables the inline functionality of matplotlib
3 %matplotlib inline

1+ isdark = False

5
6 # Imports the necessary libraries from the rayoptics environment
7 from rayoptics.environment import =
8

9 # Creates the optical model and its components

10 opm = OpticalModel ()

11 sm opm [ ’seq_model ]

12 osp = opm|[ 'optical spec’]

13 pm = opm|[ 'parax_model ]

14 em = opm|  ele_model ]

15 pt = opm|[ ’'part_tree’]

16 ar = opm|[ analysis_ results’]

17

1s # Specifications of the pupil and the field of view

19 osp[’pupil’] = PupilSpec(osp, key=[’object’, ’epd’], value=12.5)
20 osp [ ’fov’]=FieldSpec (osp,key=["object ', angle’],value=20.0,\

21 flds=[0., 0.707, 1.],

22 is_relative=True)

23 osp [ wvls '] = WvlSpec ([('F’, 0.5), (587.5618, 1.0), (’'C’, 0.5)],\
21 ref _wl=1)

)

25

26 # Activates the radius mode for the operations of the ’opm’ object.
27 # Relevant in optics or calculations involving radial geometry.

25 opm.radius_ mode = True

29

30 # Sets the thickness of the first gap to a very large value (1lel0).
31 # This could be to simulate an

32 #infinite space or an extremely large spacing between

33 #surfaces .

32 sm.gaps [0]. thi = 1el0

Cédigo 5.5 Modelado de un triplete 6ptico (lupa)
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# Adds a surface with the following parameters:

# — Radius of curvature 23.713

# — Thickness of 4.831

# — Refractive index ’'N-LAK9’ from the brand ’Schott’
sm.add_surface ([23.713, 4.831, ’N-LAK9’, ’'Schott’])

# Adds a surface with the following parameters:
# — Radius of curvature 7331.288

# — Thickness of 5.86

# No refractive index or brand specified
sm.add surface ([7331.288, 5.86])

# Adds a surface with the following parameters:

s # Radius —24.456

#(negative radius indicates a concave surface)

# — Thickness of 0.975

# — Refractive index ’N-SF5’ from the brand ’Schott’
sm.add__surface([—24.456, 0.975, 'N-SF5’, ’Schott’])

# Sets the end of the system of surfaces.
#This could indicate that up to this point, all surfaces are
sm.set_stop ()

5 # Adds a surface with the following parameters:

s # — Radius of curvature 21.896

# — Thickness of 4.822
# No refractive index or brand specified

o sm.add surface([21.896, 4.822])

# Adds a surface with the following parameters:

# — Radius of curvature 86.759

# — Thickness of 3.127

# — Refractive index ’N-LAK9’ from the brand ’Schott’
sm.add_surface ([86.759, 3.127, 'N-LAK9’, ’Schott’])

# Adds a surface with the following parameters:
# — Radius of curvature —20.4942

#(negative radius indicates a concave surface)
# — Thickness of 41.2365

# No refractive index or brand specified

sm.add_surface([—20.4942, 41.2365])

# Updates the optical model

5 opm. update model ()

# Lists the model of the surface system
sm. list__model ()

# Creates the interactive layout plot of the optical system
layout_ plt=plt.figure (FigureClass=InteractiveLayout ,\
opt__model=opm, is_dark=isdark).plot ()

Cédigo 5.6 Modelado de un triplete 6ptico (lupa) cont
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Como resultado de ejecutar este script se obtiene la siguiente figura 5.16, en la cual se puede
apreciar el resultado de hacer incidir un haz de luz sobre el triplete éptico?.
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Figura 5.16 Sistema 6ptico compuesto por tres lentes simples (lupa)

Este sistema, como se puede apreciar, toma el haz de luz incidente proveniente de una fuente
lejana y refracta los rayos de tal manera que magnifica la imagen. Al aumentar la distancia entre
los diferentes haces de luz, la imagen resultante es una version ampliada del objeto enfocado.

5.4 Problemas

1. Se tiene un sistema masa resorte, determine la constante del resorte para que el sistema logre
una frecuencia de oscilacion de:

a) 1AB kHz donde A y B son los ultimos digitos de su documento de identidad.
b) La longitud de onda de ese sistema.
¢) El periodo de este.

2. Modele de forma paralela dos sistemas oscilatorios: uno masa-resorte y un circuito RLC, de
tal manera que ambos sean subamortiguados. £Qué conclusién puede obtener al comparar la
parte del amortiguamiento y la frecuencia de oscilacién del sistema mecénico con el circuito
eléctrico? Realice una interpretacion del papel que desempena el inductor y su analogo en el
caso mecénico (resorte, amortiguador).

3. Disene un circuito RLC de tal forma que presente el mismo comportamiento que un sistema
masa-resorte sin amortiguamiento, es decir, cuyas oscilaciones se incrementen con el tiempo.
Concluya.

4. Encuentre la matriz equivalente de un sistema compuesto por una lente delgada de distancia
focal de 40 mm, una superficie refractiva plana con indice de refraccién de 0.95 y otra lente
delgada con distancia focal de 15 mm.

3Para ejecutar el cédigo es necesario instalar la librerfa rayoptics. Se recomienda crear un ambiente con conda y

luego instalar la libreria.
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5. Dos lentes biconvexas se emplean para construir un microscopio simple. Disefie uno usando

lentes de lupa, como se muestra en la figura 5.17, donde las distancias focales son las de las
lentes de su eleccion.

Objetivo

.,.,
o

- =in = =mH
o/

v
Imagen Virtual

Figura 5.17 Trazado de rayos para formacién de imagen en un microscopio

Encuentre la matriz equivalente para el sistema éptico y su magnificacion usando éptica matricial.
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La fisica es una ciencia que permite comprender y describir el
universo mediante leyes y principios fundamentales. Entre sus
ramas mas esenciales se encuentra el electromagnetismo, el cual
ha sido clave para explicar fenémenos que van desde el funciona-
miento de un circuito eléctrico hasta la compleja interaccion
entre la luz y la materia. Todo ello se enmarca en cinco relaciones
fundamentales: las ecuaciones de Maxwell y la fuerza de Lorentz,
que en conjunto han sido cruciales tanto para el desarrollo de la
tecnologia moderna como para nuestra comprension del mundo
natural.

Este libro esta disenado como guia de estos conceptos clave de la
fisica, comenzando con las herramientas matematicas necesarias
para su comprension: los vectores, el cambio de sistemas de coor-
denadas y su aplicacion para la soluciéon de problemas relaciona-
dos con la primera ley de Gauss, esto es, el comportamiento del
campo eléctrico a partir de distribuciones de carga.
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